
Enoncé 1: 

𝑨 étant une matrice à 𝒒 lignes et 𝒑 colonnes et 𝑩 une matrice à 𝒑 lignes et 𝒒 colonnes, on définit 

les matrices carrées d’ordre  par blocs 𝒑 + 𝒒 : 

𝑷 = (
𝟎 𝑩
𝑨 𝟎

) , 𝑸 = (
𝟎 𝑨
𝑩 𝟎

) 

1) Montrer que 𝑷 et 𝑸 sont semblables. 

2) Soit 𝝅𝑷 le polynôme caractéristique de 𝑷. Exprimer 𝝅𝑷 à l’aide des polynômes caractéristiques 

𝝅𝑨𝑩 de 𝑨 𝑩 et 𝝅𝑩𝑨de 𝑩 𝑨. 

3) En déduire une relation entre 𝝅𝑨𝑩 et 𝝅𝑩𝑨 

 

Enoncé 3: 

Soit 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅 quatre réels strictement positifs et la matrice : 

𝑴 = (

𝟎 𝟎 𝟎 𝒅
𝟎 𝟎 𝒄 𝟎
𝟎
𝒂

𝒃
𝟎

𝟎 𝟎
𝟎 𝟎

) 

1) Déterminer les valeurs propres de 𝑴. 

2) 𝑴 est elle diagonalisable ? 

 

Enoncé 3: 

Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ et 𝑨 une matrice complexe d’ordre 𝒏 inversible. Soit 𝒑 ∈ ℕ∗. On pose 𝑩 = 𝑨𝒑. Montrer 

que 𝑨 est diagonalisable si et seulement si 𝑩 est diagonalisable. 

 

Enoncé 4: 

Soit 𝒏 ∈ ℕ∗ et 𝑨 une matrice complexe d’ordre 𝒏. On pose, par blocs : 

𝑩 = (
𝟎 𝑨
𝑰𝒏 𝟎

) 

1) Montrer que si 𝑨 est inversible et diagonalisable alors 𝑩 est diagonalisable.  

2) Montrer que si 𝑩 est diagonalisable, il en est de même de 𝑨. 

 

Réponses : 

Enoncé 1 

1) 

(
0 𝐼𝑞

𝐼𝑝 0
) (

0 𝐵
𝐴 0

) (
0 𝐼𝑝

𝐼𝑞 0
) = (

0 𝐴
𝐵 0

) 



Remarque : cette technique est analogue à celle mettant en œuvre des matrices de permutation 

pour échanger des lignes ou des colonnes 

𝑃 et 𝑄 sont donc semblables. 

2)  On a : 

𝑃 − 𝑋 𝐼𝑝+𝑞  = (
−𝑋 𝐼𝑝 𝐵

𝐴 −𝑋 𝐼𝑞
) 

Et : 

(
−𝑋 𝐼𝑝 𝐵

𝐴 −𝑋 𝐼𝑞
) (

𝑋 𝐼𝑝 0

𝐴  𝐼𝑞
) = (

𝐵 𝐴 − 𝑋2 𝐼𝑝  𝐵 

0 −𝑋 𝐼𝑞
) 

En prenant le déterminant : 

𝜋𝑃(𝑋) 𝑋𝑝 = 𝜋𝐵𝐴(𝑋2) (−1)𝑞 𝑋𝑞 

Par un raisonnement analogue : 

𝜋𝑄(𝑋) 𝑋𝑞 = 𝜋𝐴𝐵(𝑋2) (−1)𝑝 𝑋𝑝 

3) Sachant : 

𝜋𝑃(𝑋) = 𝜋𝑄(𝑋) 

On a : 

𝜋𝐵𝐴(𝑋2) (−1)𝑞 𝑋𝑞 𝑋𝑞 = 𝜋𝐴𝐵(𝑋2) (−1)𝑝 𝑋𝑝 𝑋𝑝  

Soit : 

𝜋𝐵𝐴(𝑋) (−1)𝑞 𝑋𝑞 = 𝜋𝐴𝐵(𝑋) (−1)𝑝 𝑋𝑝  

 

Enoncé 2 : 

1) Posons : 

𝐴 = (
0 𝑏
𝑎  0

) , 𝐵 = (
0 𝑑
𝑐  0

) 

Alors : 

𝐴 𝐵 = (
𝑏 𝑐 0
0  𝑎 𝑑

) 

 

D’après ce qui précède : 

𝜋𝑀(𝑋) = (−1)2 𝜋𝐴𝐵(𝑋2) = (𝑋2 − 𝑎 𝑑) (𝑋2 − 𝑏 𝑐) 

= (𝑋 − √𝑎 𝑑) (𝑋 + √𝑎 𝑑) (𝑋 − √𝑏 𝑐) (𝑋 + √𝑏 𝑐) 

2) 𝑀 a quatre valeurs propres réelles distinctes donc est diagonalisable dans ℝ. 

 



Enoncé 3 : 

Supposons 𝐴 diagonalisable. Alors il existe 𝑄 inversible et 𝐷 diagonale telles que : 

𝐴 = 𝑄 𝐷 𝑄−1 

Auquel cas : 

𝐴𝑝 = 𝑄 𝐷𝑝 𝑄−1 

Donc 𝐴𝑝 est diagonalisable : 

Réciproquement, supposons 𝐴𝑝 diagonalisable. Son polynôme minimal est alors scindé à racines 

simples donc de la forme : 

𝑚𝐴𝑝(𝑋) = ∏(𝜆𝑖 − 𝑋)

𝑟

𝑖=1

 

Or : 

𝑚𝐴𝑝(𝐴𝑝) = 0 

Donc le polynôme 𝑚𝐴𝑝(𝑋𝑝) est un annulateur de 𝐴 qui a des racines complexes simples  Le polynôme 

minimal de 𝐴 qui divise ce polynôme est donc à racines simples et 𝐴 est diagonalisable. 

 

Enoncé 4 : 

1) On a : 

𝐵2 = (
0 𝐴
𝐼𝑛 0

) (
0 𝐴
𝐼𝑛 0

) = (
𝐴 0
0 𝐴

) 

Si 𝐴 est diagonalisable alors il existe 𝑄 inversible et 𝐷 diagonale telles que : 

𝐴 = 𝑄 𝐷 𝑄−1 

Et ainsi : 

𝐵2 = (
𝑄 0
0 𝑄

) (
𝐷 0
0 𝐷

) (
𝑄−1 0

0 𝑄−1) 

Donc 𝐵2 est diagonalisable. 

De plus, si 𝐴 inversible, 𝐵2 est inversible donc 𝐵 est inversible car 𝑑𝑒𝑡(𝐵2) = 𝑑𝑒𝑡(𝐵)2 ≠ 0 

D’après le résultat de l’énoncé 2, 𝐵 est diagonalisable. 

2) Supposons 𝐵 diagonalisable alors 𝐵2 est diagonalisable. Or le polynôme minimal de 𝐵2 est le 

même que celui de 𝐴 qui est donc de ce fait scindé à racines simples. Donc 𝐴 est diagonalisable. 


