Etudier pour a € ]0, +oo[ la famille de courbes d’équations cartésiennes dans un repére
orthonormé

Cy: x+y*=1, (x,y) € [0, +0o[?
Solutions :

1) Ona:
V(x,y) ER*: (x,y) EC,= (¥,x) EC,
donc C, est symétrique par rapport a la droite d’équation y = x
2) Soit (x,y) €]0,+0o0[? alors

X% = % Ln(x) >0
ya — eaLn(y) >0

et:

lim x* = lim y*=0=1-1¢%
x—-0% y—-0t

donc la courbe peut étre prolongée par continuité avec les points A(0,1) et B(1,0). De

plus :
{x“=1—y“£1
y¢*=1—-x%<1
Donc:
{0Sx£1
0<y<1

Les courbes C,, se situent donc dans le carré [0,1] x [0,1]

Etablissons une équation de la forme y = f,(x)

M(x,y) EC, & y*=1—x“

1
®y=0-x%a



La fonction associée est donc la fonction définie sur [0,1] par:

fa(x) = (1 — x“)é = e ln(1=x?) sur ]0,1[
f(0)=1
f(=0

Etudions alors sur |0, +oo[ pour x fixé dans ]0,1[ la fonction :

0:() = 7 In(1— )

t

1—xt

_ 1 o1
g.(t) = - In(1—xY —7 Ln(x)

=@ =x") Ln(1—x") —xf Ln(x")
= 2 (1—x9)

Or pouru € ]0,1[ : —u Ln(u) > 0 donc:

g’ () >0

g, est donc strictement croissante sur |0, +oo[ d’ou :
0<a;<ay;= gxlay) < gxlay)= fal(x) < faz(x)
Donc C,, est strictement en dessous de Cy, sur ]0,1[ et coupe C,, enOeten 1

Notons que sur [0,1] x%® est strictement croissante, donc 1 — x% strictement décroissante,
Ln(1 — x%) strictement décroissante et donc f, strictement décroissante. De plus sur ]0,1] :

fo'() = —ax*1 (1 - £z
fr () = —a(a—1) x* 2 (1 — xa)é—l n (% _ 1) a? x2@2 (1 — x“)é_z
= (@ -1 x? (1 —xDa % (<(1—x9) + 1)

1
=a(a—1)x2%2 (1 —x%)a?

f,, est donc du signe de a@ — 1 donc f,, est strictement concave si & < 1 et strictement
convexesia > 1



L’allure des courbes C, compte tenu de la symétrie, est alors la suivante :
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3) TangentesenOetenl
Rappelons qu’en 0 nous avons :
e —1~u, Inl—u~—-u
donc en 0 nous avons :
1 a
= Ln(1-x%) a-1
(x) — £,(0) eat™*D _1 11 1 X
fa fa( ) — ~__ LTl(l _ xa)N_ (_xa)~ —
X X xa ax a
Dol :
Si0<a<1:
a-1
lim — = lim — — = +00
x—0+ a x—0t qxl=@

fa n’est alors pas dérivable en 0 mais C, admet une demi tangente verticale a droite en O et
par symétrie, une demi-tangente horizontale a gauche en 1



Sia>1:

X

lim — =0

x—07t a

f est alors dérivable en 0 et f,'(0) = 0. C, admet alors une demi tangente horizontale a
droite en 0 et par symétrie, une demi-tangente verticale a gauche en 1

Sia > 1:C, apour équation y = x et admet donc cette méme droite pour tangente (demi)
enOetenl

4) Etudede Cy;

L’étude a été faite de fagon générale ci-avant. Cependant, nous avons pour M(x,y) € Cy; :
Ve+,y=1

donc en élevant au carré :

x+2Vxfy+y=1

2 \/H =1l—-x—-y
en élevant a nouveau au carré :

4xy=1+x>+y2—-2x—-2y+2xy
x2—-2xy+y*=2x+2y—1

(x—y)?2=2x+2y-1

2 (L x-ty )Z_N(_Hi L)

22 V2T 2T 22
Finalement :

1 1 \? 1 1 1

F%) 2G5



Posons :

( x

{ V2T V2

V= Fxt sy
V2U V2T 22

Nous définissons ainsi un changement de repere tel que :

M=-50 D0+ 75

Soit en inversant la relation

(;C/) - %(_11 D ();) + %(_11 1)%(_()1)

1 1
() =50 D6 +30)
Désignons par () le point de coordonnées G,%) dans le repere orthonormé de référence

(0,1,]) du graphique et introduisons les vecteurs suivants :
() (5
1 ’ ) 1

T

La relation matricielle ci-dessus s’écrit pour M(x,y) dans (0,1,))
OM=XT+Y]

(X,Y) est donc le couple de coordonnées de M dans le repére orthonormé (.(2, f,f) donc il
vérifie pour un point M de Gy :

Y = X2

|

C1/2 est donc une portion de parabole de sommet () d’axe (Q,D c'est-a-dire la bissectrice

intérieure du repere de référence.







