Enoncé :

Soit f une fonction définie sur R et bornée sur tout intervalle borné et telle qu’il existe un réel 4
tel que:

lil}l fx+1)—f(x)=42
X—+00
Montrer que 'on a:

X
x>+ by

(Indication : Penser aux sommes télescopiques)

Solution :

1¢":CasouAd =0:

Déterminons pour x > 1 le plus grand entier naturel n(x) tel que x — n(x) = 0doncx —
(n(x) + 1) < 0 soit :

nx)<x<nkx)+1
Cet entier n’est autre que la partie entiére de x.

On a alors, par somme télescopique :
f(x) = f(x —n(x)
=(fO)-f-D)+(fx -1 = flx=2)) + -+ (flx —nx) + 1) = f(x — n(x)))

Soit :
n(x)—-1
FE = ) (Fa=nG)+k+1) = fr—n()+ ) |+ f(x = n()
k=0
Donc:
o)1 n(xz)_1|<f(x @) k1) — fGx— () + ] |+ LEZE
x | x P X

Soitalorse > 0 :

Il existea >0 :
£
x> a= |f(x+1)—f(x)|<§

Pourx >a+2onadonc:n(x) >aetpour k=a: x—n(x)+k =x—n(x)+a>a.Donc:



f(x) <Z|(f(x_n(x)+k+1) fx = n(x) + k)|
n(x)-1 |f (x — n(x))|
+ Z |(f(x—n(x)+k+1)—f(x—"(x)+k)|>+f
k=n(a)

Or sur [0, max (1,n(a) + 2] f est bornée. Notons M un majorant de sa valeur absolue. Alors :

n(a)

DI =nG) +k+1) = fGx—n() +Il <
k=0

n(a)

D ((FGe =m0 + e+ D)) + (£ =G0 + B)]) 2 M (n(@) + 1)
k=0

Et:
FCe—nG)| _m
X T x
Ainsi :
f(x) <M(2n(a)+3)+n(x)—n(a)s M(Zn(a)+3) €
x |~ X X 27 x 2
Or:
) M(2n(a)+3) e €
lim +-==<c
x—>+00 X 2 2
Donc il existe § > «a tel que:
x>f=> |—
Dol :
X
lm&=0
X—+00 X

2éme:CasouAd #0:

On introduit la fonction :
gx) =f(x) —Ax
g+ —g) =fx+1)-fx) -2
Donc:
Jim g(x+1)—g(x) =0
Et g est bornée sur tout intervalle borné :

Donc:



g
m —=
x-+00 X

D’ou:

lim @ =A
X—>+o X



