
Enoncé : 

Soit 𝒇 une fonction définie sur ℝ et bornée sur tout intervalle borné et telle qu’il existe un réel 𝝀 

tel que : 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙 + 𝟏) − 𝒇(𝒙) = 𝝀 

Montrer que l’on a : 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝝀 

(Indication : Penser aux sommes télescopiques) 

 

Solution : 

1er : Cas où 𝜆 = 0 : 

Déterminons pour 𝑥 > 1 le plus grand entier naturel  𝑛(𝑥) tel que 𝑥 − 𝑛(𝑥)  ≥ 0 donc 𝑥 −

(𝑛(𝑥) + 1) < 0 soit : 

𝑛(𝑥) ≤ 𝑥 < 𝑛(𝑥) + 1 

Cet entier n’est autre que la partie entière de 𝑥. 

On a alors, par somme télescopique : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥)) 

= (𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − 1)) + (𝑓(𝑥 − 1) − 𝑓(𝑥 − 2)) + ⋯ + (𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥))) 

Soit : 

𝑓(𝑥) = ( ∑ (𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘))

𝑛(𝑥)−1

𝑘=0

) + 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥)) 

Donc : 

|
𝑓(𝑥)

𝑥
| ≤

1

𝑥
( ∑ |(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘)|

𝑛(𝑥)−1

𝑘=0

) +
|𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥))|

𝑥
 

Soit alors 𝜀 > 0 ∶ 

Il existe 𝛼 > 0 ∶ 

𝑥 > 𝛼 ⇒  |𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥)| <
𝜀

2
 

Pour 𝑥 > 𝛼 + 2 on a donc : 𝑛(𝑥) > 𝛼 et pour  𝑘 ≥ 𝛼 ∶  𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 ≥ 𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝛼 > 𝛼. Donc : 



|
𝑓(𝑥)

𝑥
| ≤

1

𝑥
( ∑ |(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘)|

𝑛(𝛼)

𝑘=0

+ ∑ |(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘)|

𝑛(𝑥)−1

𝑘=𝑛(𝛼)

) +
|𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥))|

𝑥
 

Or sur [0, max (1, 𝑛(𝛼) + 2] 𝑓 est bornée. Notons 𝑀 un majorant de sa valeur absolue. Alors : 

∑ |(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1) − 𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘)|

𝑛(𝛼)

𝑘=0

≤ 

∑ (|(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘 + 1))| + |(𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥) + 𝑘))|) ≤

𝑛(𝛼)

𝑘=0

2 𝑀 (𝑛(𝛼) + 1) 

Et : 

|𝑓(𝑥 − 𝑛(𝑥))|

𝑥
≤

𝑀

𝑥
 

Ainsi : 

|
𝑓(𝑥)

𝑥
| ≤

𝑀 (2 𝑛(𝛼) + 3 )

𝑥
+

𝑛(𝑥) − 𝑛(𝛼)

𝑥
 
𝜀

2
≤

𝑀 (2 𝑛(𝛼) + 3 )

𝑥
+  

𝜀

2
 

Or : 

lim
𝑥→+∞

𝑀 (2 𝑛(𝛼) + 3 )

𝑥
+  

𝜀

2
=

𝜀

2
< 𝜀 

Donc  il existe 𝛽 > 𝛼 tel  que : 

𝑥 > 𝛽 ⇒  |
𝑓(𝑥)

𝑥
| < 𝜀 

D’où : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

2ème : Cas où 𝜆 ≠ 0 : 

 On introduit la fonction : 

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝜆 𝑥 

𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥) − 𝜆  

Donc : 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥 + 1) − 𝑔(𝑥) = 0 

Et 𝑔 est bornée sur tout intervalle borné : 

Donc : 



 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 

D’où : 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝜆 

 

 


