Moyenne de Cesaro

Enoncé :

Soit L un réel, U une suite de réels et V la suite définie au rang 1 par :

V :U1+U2++Un

n

n

Autrement dit, V,, est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite U. Alors on

a:
1) Silim,,,0 U, =L alors lim,_ sV, =L etlaréciproque est fausse
2) Silim,_ . U, =+ (resp —0) alors lim,_ . V;, = +00 (resp —0) et la
réciproque est fausse
3) Silim,,;4 V, =L etU monotone alors lim,,,;, U, =L
4) SiU est bornée alors V est bornée et la réciproque est fausse
5) Si U est croissante alors V est croissante et la réciproque est fausse
Preuves :

A noter tout d’abord que tous ces résultats sont intuitifs avec un peu de sens physique. Si
nous placons en effet n masses ponctuelles de 1 unité sur un axe gradué aux abscisses
Uy, U,, ..., U, alors V,, est la position du centre de gravité de ces masses. Montrons les en
toute rigueur mathématique.

1)

a) Commencgons par un cas particulier, celuiou lim,_ ., U, =0 .
Soit € > 0 alors:
£
dng€EN:n> ny = |Un|<§

D’autre part :

i U1+U2+"'+Un0
lim =
n—-+oo n

donc:

U1+U2+"'+Un0 &
n <3

In, €EN:n>n =



Posons :
n, = max (ny, ny)
Alorspourn > n,ona:

U1+U2++Un

Un0+1 + UUn0+2 +

+ U,

U1+U2+"'+Un0 +

<
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< o n
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—+—-—=c
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Donc:
lim V, =
n-—-+oo

b) Traitons le cas général oU lim,_, .o, U, = L
Danscecason a:
LXCRDEL
On en déduit d’apres le résultat précédent que 'on a :

. WU -D+WU-L)+ -+ Uy — L)
lim =

n—-+oo n

0

ce qui s’écrit encore :

U +U, ++U
lim ———2 "_L=0

n—-+oo n

d’ou le résultat
c) Montrons par un exemple que la réciproque est fausse
Soit la suite U définie par : U, = (—1)™ alors :

-1
sinimpair: V,, = —,sinpair: V, =0
n

donc V converge vers 0 tandis que U n’a pas de limite



2)  Supposons lim,_, ;. U, = +0 par exemple le cas +oo se traitant de fagon
similaire

Soit A > 0O alors :
AngeEN:n>ny=>U,>4+1
doncpourn > nyona:

U1 + Uz + + Un _ U1 + U2 + + l].n0 + Un0+1 + UUn0+2 + + Un

n n n
Uy+U;+--+U n—n
>—L 2 To 4 CA+1)
n n
Or:
u,+u,+--+U n—n
lim —2 To 4 CA+1) =A+1
n—+oo n n
Donc:
U1+U2++Un
Ay eEN:n>n; > ny = " >A+1>4A
D’ou :

lim V;, = 4+

n—-+oo

Pour prouver que la réciproque est fausse, il suffit de considérer la suite U définie par :
U,, = 0 si n impair, U,, = n si n pair
Alors :

Uy + Uyt +Upy 0+2+0+4+-0+2n

n 2n 2n

_(2+4+---+2n)
N 2n

_n(n+1) n+1
- 2n 2




U1+U2+"'+U2n+1 _Tl(n+1)
2n+1 C2n+1

Vons1 =

Ainsi :
lim V,, = lim V,,,q = +o
n—-+oo n—-+oo

Donc:

lim V, = 4+

n—-+oo

Et cependant, U ne tend pas vers 4+

3) Supposons lim,_ .V, = L et U monotone alors U tend vers une limite finie ou
infinie. Mais d’apres ce qui précede cette limite ne peut étre infinie.

4) Supposons U bornée alors
AMEeER: VneN: |U, <M
Alors :

n - n o n a

Donc V est bornée
Pour prouver que la réciproque est fausse, il suffit de considérer la suite U définie par :
U,, = n sin impair, U,, = —n si n pair

Alors :

U4 U+ 4Uy (1-2)+B-4..+@n-1—2n _

n 2n B 2n
B D+ ..+(-1) _—n_ -1
N 2n 2n 2

U1+U2+"'+U2n+1__n+2n+1_ n+1
2n+1 T 2n+1  2n+1

Vons1 =

Les suites des termes de rang pair et impair sont bornées donc V est bornée mais U ne I'est
pas.



5) Supposons U croissante alors :

U1+U2+"'+Un+1 U1+U2++Un
Vars =V = n+1 B n

_n(U1+U2++Un+1)_(n+1)(U1+U2++Un)

n(n+1)
_ n Un+1 - (Ul + UZ + .-+ Un)
B nn+1)
_ (Un+1 B Ul) + (Un+1 B UZ) +- (Un+1 B Un) >0
n(n+1) -

donc V est croissante

La réciproque est fausse. Il suffit de considérer la suite :

U, = n sin pair, U, = U,_1 — 1sinimpair



