Enoncé :

Déterminer par 2 méthodes les fonctions continues de R dans R vérifiant :

VY ER?: fx+n+flx—y)=2fx)+2f(Q) (E)

Réponse :
1% méthode :
Soit f une fonction vérifiant I'équation (E) alors, en prenantx =y =0ona:

fO)+f(0) =2£(0)+2f(0)

Donc:

f(0)=0

Puisen prenant:x =0,y € R:

fO+f(=y)=2f0)+2f(©)

f=y)=1f)

Donc f est paire.
Puis en prenant:y = x,x € R:
f@x)+fO0)=2fx)+2f(x)
f@2x)=4f(x)

Cela suggere pour tout n € N, la propriété P,:

Vx€eER: f(nx)=n?f(x)

Propriété que nous allons vérifier par récurrence forte :
Initialisation : Py est vraie de méme que P;

Hérédité : On suppose Py vraie pour tout k € [0;n] alors pour tout x € R :
frx+x)+f(nx—x)=2f(nx)+2f(x)
Donc :
fln+Dx)=2fmx)+2f(x)—f((n—1)x)
Ainsi :
f(r+Dx)=2n" f(X) +2f() = (n—1)* f(x)
f(n+Dx)=@2n*+2—- (n—1)) f(x)
f(n+Dx)=@n*+2-n2+2n-1) f(x)
f(ln+Dx)=(n*+2n+1)f(x)
f(n+Dx)=n+1fx)



Donc la propriété P, est vraie, ce qui prouve bien que la propriété P, est vraie pour toutn € N.

De plus, pour tout m € N* :
vieR: f)=f(m=)=m?f(>)

Donc:

VxE]R:f(%x)=f(£)=%f(x)

m

Et donc, , pour tout (n,m) € N X N* :

Vx€eER: f(% x) =f<n% x) =n2f<% x) =n2% flx) = (%)2 ()
Et :
vreR: f(-—x)= f<%(—x)> =&Y re0= (-2 fe

On a ainsi pour tout rationnel r :

VxeER: f(rx)=1%f(x)

Soit alors y € R : Il existe une suite de rationnels (1;,) ey telle que :
nl—lgloo =Y

Ainsi :

VxeR: f(rx) =rn2f(x)
Et par passage a la limite :

Vx€ER: f(yx) =y*f(x)
En particulier en prenantx =1 :

VyeR: f(y) =y*f(1)

Donc f est une fonction de la forme :

f(x) = ax? a€R

Réciproquement : Pour f de la forme précédente :
fx+y)+fx—y)=ax+y)’?+abx—y)P=ax?®+2xy+y>+x?2-2xy+y?)
=2ax?’+2ay’=2f(x)+2f()

Donc f est solution de (E).

2 éme méthode :

Soit f une fonction vérifiant I'équation (E) alors :



ff (Dde = f :f (©yde + f " rar

X

Faisons le changement de variable : u = x — t dans la premiére intégraleetu =t — x dans la
seconde alors :

x+1 1 1 1
f f(t)dtzf flx—uw) dt+f flx+uw) dtzf (f(x+u)+f(x—u)) dt
-1 0 0 0

X

1 1
= f 2f)+2fw)dt=2 f f@) du+2fx)
0 0
Ainsi :

1

x+1 1
F@=3| o[ fa

x—1

On en déduit que f est dérivable sur R et que :

F) =5 (F+ 1)~ fGc - 1)
Et donc que f' est dérivable sur R.
Or:

V) ERY: fx+ ) +flx—=y)=2f0)+2f()

En dérivant deux fois par rapport a x puis par rapport a y cette relation on obtient :

ffa+y)+f"x—y)=2f"(x)

ffa+yn+f'x—-y)=21"y)
Donc:

V(xy) €R?: f(0) = f"(y)
En particulier, poury =0
VxeR: f"(x)=f"(0)
Donc f'" est constante et f de la forme :
fX)=ax?*+bx+c

En intégrant le fait que f(0) = 0 et que f est paire comme dans la premiére méthode, on en déduit
que f est de la forme:

f(x) =ax?



