Applications conjuguées

On note A I'ensemble des applications de R dans R et B I’ensemble des bijections de R dans R et
on définit une relation sur A de la fagon suivante :

1)

fRge3IpeEB:ig=@pofop!

Montrer que R est une relation d’équivalence. On qualifiera alors deux fonctions liées par

cette relation de conjuguées.

Déterminer la classe d’équivalence de I'application identité : Id : x — x et de I'application

nulle:N:x -0

Donner un exemple de fonction f de A et ¢ de B\{Id} tellesque: f = @ o foqp™?!

Pour f dans A, on consideére I'ensembleCr = {p €EB: f =@ o fop™'}

a) Montrer que Cr n’est pas vide

b) Montrer que Cy est stable pour la composition et le passage a la réciproque, c’est-a-dire :
si @ ety sont dans Cr alors ¢ o Y et ¢~ le sont aussi.

On consideére ici deux applications f et g de A conjuguées. Montrer :

a) finjective & g injective

b) f surjective & g surjective

c) Ennotantpourn € N: f* = fofo..ofouf apparaitnfoissin >1etf°=1Id,
montrer que : f* R g"

d) Ennotantpourn € Net f dansB: f~™ = (f~1)™ étendre le résultat précédent.

On dit qu’un réel a est un point fixe d’'une application f de A si: f(a) = a et on considére

deux applications f et g de A conjuguées

a) Montrer que si f possede un point fixe alors g aussi

b) Etablir une bijection entre 'ensemble des points fixes de f et I'ensemble des points fixes
deg

c) Lesapplications de f et g de A définies par: f(x) = e* — 1 et g(x) = e* sont elles
conjuguées ?

d) Mémes questions avec les applications définies par f(x) = e* et g(x) = e**1 — 1

On cherche a savoir si les applications sinus et cosinus sont conjuguées. On suppose pour

celaqu’ellesle sont,donc:3 @ EB:sin =@ ocoso @t

a) Montrer que @(—1,1) = [-1,1]

b) En analysant I'injectivité des restrictions de cos et ¢~ o sin o ¢ conclure



Correction :

1) Montrons que la relation est réflexive, symétrique et transitive
Réflexive : Soit f € A alors: f =Ido fold tdoncf R f
Symétrique : Soit (f,g) € A% telsque : fRgalors: 3 EB:g=¢@ofop donc

plogep=f

soit encore :

plogo(e™) 1t =f
Orp leBdonc:gRf
Transitive : Soit (f,g,h) € A3telsque : f R getg R halors:

A(@P)EB*:g=gpofop  ,h=ppogoy™
Donc:
h=po(pofop™)op™t =pop)ofo(Ppop)™
Or:yYpopeBdonc:fRA
2) Soitp e Betf € Aalors:
f=@oldop™ e f=1Id

La classe de I'application identité est donc réduite a I'identité

f=@peNoptaf=poN=>Vx€eR: f(x)=¢(0)

Doncsi f R N alors f est constante. Réciproquement si f est constante égale a c alors il existe une
fonction ¢ € B telle que ¢(0) = c, il suffit de prendre pour cela: ¢(x) = x + c etalors ¢~ 1(x) =
x—cdonc:@oNog@1(x)=¢(0)=c=f(x)etainsif RN

La classe de I'application nulle est donc formée par I'ensemble des applications constantes de R dans
R

3) On prend ¢ définie par ¢(x) = x + 1 ainsi ¢~ 1(x) = x — 1 et f définie par f(x) = x + 2
4)

a) Id € Gy

b) Soit (¢, ) € sz alors :

f=@ofop f=yofoyp™t
Donc:
f=pe@eofop™Nept=(pop)ofo (poy)™
Orpoyp€Bdoncpoy) € (y
Enoutresif € B:
fl=@oftop™!
Doncf~t€B



5) Soit (f,g) € A? conjuguéesalors:Ip EB:g=@ofoqp !

a) Supposons f injective alors :
90 =g =0 (Fle7*@)) = ¢ (f07(7))

= fle71) = fle™ ()
=071 (x) = o7 1(y)
>x=y

Donc g est injective. La réciproque est évidente

b) Supposons f surjective et notons d’abord ceci :
y=g@ey=0(fle7'®))
97 ) = fle7 ()

Soit alors y € R. Par surjectivité de f, il existe z € R : ¢ 1(y) = f(2) et par bijectivité de ¢~ 1, il
existex € R: z = @ 1(x). Ainsi : y = g(x) et g est surjective.

c) On démontre la propriété suivante par récurrence surn € N,
SidpeEB:g=@ofop lalorsgt=@oflop?!
L'initialisation est triviale pour n = 0. On suppose la propriété vraie pour n € N alors :

gttt =gteg=(pofltop No(pofop )=goflofop ™ =gofttlop™

Donc la propriété est vraie pour I'entier n + 1, ce qui achéve la démonstration.

d) Dans le casou (f, g) € B? sont conjuguées, il suffit de noter que
Sidp€EB:g=@pofoplalorsgt=gpoffopletgm=gpof Mop!
AinsifT"Rg™

6)
a) Soit (f,g) € A% conjuguéesalors: 3 EB:g=@ofoqp L

On suppose que f admet un point fixe a soit : f(a) = a, posons b = ¢(a) soit ¢~ (b) = a alors

9) = o (fo7' (1)) = o(f(@) = p(a) = b

Donc g admet un point fixe.

b) En reprenant les notations du a) on peut définir I'application h qui a tout point fixe a de f
associe le point fixe ¢(a) de g. Cette application est de fagon évidente injective. Or si b est
point fixe de g, sachant: f = @ 1o go (p~1)~1 étude du a) en remplacant ¢ par ¢!
montre que a = @~ 1(b) est point fixe de f. Ainsi ¢(a) = b donc h(a) = b et h est surjective
donc bijective.

c) Une étude aisée montre que f admet un point fixe mais pas g donc ces deux applications ne
sont pas conjuguées.



d) Définissons @ par:@(x) =x —1soito™1(x) =x+lalors: g =@ o fo@ 1 donc les deux
applications sont conjuguées

7)
a) Soitx € [—1,1]alors:3t€R:x =cos(t),3y€ER:t = ¢ 1(y)donc:

@ (x) = p(cos(p™(¥))) = sin (¥)
Donc: @(x) € [-1,1] et p([-1,1]) c [-1,1]

Soity € [-1,1]alors: 3t € R: y = sin(t) = ¢(cos(p~1(t))), on pose alors x = cos(¢p~1(t)) et on
a:y=q(x)avecx € [-1,1] donc: o([-1,1]) = [-1,1]

b) Ona:cos=¢@ losinog
Sur [—1,1] la fonction cosinus n’est pas injective donc : 3( t,t’) € [—1,1]? : cos(t) = cos (t")
donc:
¢~ (sin(p(®)) = ¢~ (sin(p(t"))
sin(<p(t)) = sin(<p(t’))
Or la fonction sinus est injective sur [—1,1] donc:
p(t) = o(t)

Soit :

Ce qui est absurde.

Donc les fonctions sinus et cosinus ne sont pas conjuguées.



