Topologie des espaces vectoriels normés

(FICHIER EN COURS D’ELABORATION)

| Notion de norme, et de distance associée

1) Rappel:

Nous avions défini sur 'ensemble V des vecteurs d’un plan muni d’un repére orthonormé
(0,7,7) la norme euclidienne d’un vecteur :

Uu=xi+yj
par :
Il = Vx2 + y?

Nous avions défini une notion analogue sur 'ensemble V des vecteurs de I'espace muni d’un

repére orthonormé (0,7,7, E) :
Ui=xi+yj+zk

il = V7 4y + 72

2) Propriétés caractéristiques de la norme euclidienne

La norme euclidienne vérifie les propriétés :

@l =0 @=0
— — 2 . — =
V@B EVEXR: S 4 = 14] [l

lu + 9l < |l + 119l

Redémontrons la derniere, appelée inégalité triangulaire, car le procédé sera utilisé pour
démontrr une propriété plus générale appelée inégalité de Schwartz :

Nous avons pour tout réel t :
lti+v|I>?=0

Notons :




alors :
ti+0=(x+x)T+@Ey+y)]+({tz+2)k
Donc:
tx+x)2+(@ty+y)°+(tz+2)? =0
D’ou en développant et en regroupant :
2+ y24+z29)t2+2(xx'+yy' +z2)t+ (X +y2+2?) =0

L’expression ci-dessus, vue comme un trindme en la variable t, est de signe constant ou nul.
Son discriminant est donc négatif ou nul, d’ou :

4(xx' +yy +z2)2—4(x*+y*+2z2) (x?+y%2+7?) <0

Ainsi :

xx' +yy' +z7Z| < x2+y2+22x2 +y? + 22
A noter qu’en faisant intervenir le produit scalaire, cela s’écrit :
i - ol < [l 19l
Nous avons alors, en faisantt = 1:

Nu+7)2°=@2+y2+z)+2@xx"+yy +2z2") + (X?+y?+27?)

I+ 91> =llull* +2u-5+ | 9|
Donc:
1+ 2117 < | all® + 2 [l 9] + | 9117
Soit :
1+ 911> < (il + 1 91D?
Finalement :

I1d+ vl < |l ull + |l I



3) Distance associée a la norme euclidienne

La norme euclidienne permet de définir naturellement une distance entre deux vecteurs de
I’espace par exemple. Ainsi, on posera :

d,(u,v) = || u -V

Soit pour :

dans une base orthonormée :

d, (1, 7) = (x —x)2 + (y = y)? + (z - 2)?

Cette distance est qualifiée de distance euclidienne ou distance quadratique.

A noter que cette notion de distance est trés naturelle, car I'idée intuitive qu’on peut se faire
de la proximité de deux vecteurs est que leur différence soit un vecteur de faible norme (voir
figure ci-dessous)

4) Propriétés de la distance associée a la norme euclidienne

dz(ﬁ, ﬁ) = 0
vV (i,3,W) € VE xR : d, (@, %) = dy(3,70)
d,(U,v) < d,(u,w) +d,(W, v




La seconde propriété est appelée symétrie, la derniére, inégalité triangulaire, pour une
raison évidente apparaissant sur la figure ci-dessous :

Preuve :
Les deux premiéres propriétés sont triviales. Voyons la troisieme :
d,(W, V) = | U=l = | @—w) + W - D)l
donc:
d,(@, ) < || d—wll + || w—5
soit :

d,(u,v) < d,(u,w) + d,(w,v)

Il Notion générale de norme et distance associée

1) Norme

Soit V un espace vectoriel quelconque sur le corps R ou C et soit une application de V dans
I’'ensemble des réels positifs ou nuls :

N :V - [0; +oo]
u- N®@)

Alors N est qualifiée de norme si elle vérifie :

V(U724 EVEXR: N(AW) = |1] N(W)
NG +7) < N@) + N(¥)

Une norme a la propriété :

VUv)eEV?: INUW)-N®)| <NGHU-9)




Preuve :
N@) =N(@+?)—3)<N@E+7D)+N®)
donc :
N@) —-N@W) <N@+v)
De méme :
N@) - N@) <N@+v)

Il en résulte la propriété

2) Distance associée a une norme

On définit pour une norme N, une distance associée par :

d(u,v) = N(u —v)

et cette distance a les propriétés :

d@,u@) =0
V (4, 7,W) EVEXR: d(@,7) = d(@,10)
d(@,7) < d@,w) + d(W, D)

Preuves :

Elle sont analogues a celles pour la distance euclidienne

3) Exemples de normes dans des espaces vectoriels de dimension finie

La norme euclidienne est une norme sur I'ensemble des vecteurs du plan ou de I'espace.

Elle conduit a définir une norme euclidienne sur R? de fagon naturelle, par :

N, : R? - [0; +oo]
U= (x,y) > N(®) = a2 + y?




Mais nous pouvons définir deux autres normes sur ce méme espace vectoriel :

Ny :R? - [0; +oo[
U= (xy) - N W)= |x| + |y

N : R? - [0; +oo
U= (xy) > N, = sup(x|,|yl)

Vérifions que les deux derniéres sont bien des normes :
En effet, pouri = (x,y), v = (x',y) et L€ R
N@)=0e x|+ |yl=0x=y=0& =0
Ni(AW) = A x| + Ayl = 1Al (x| + [yD) = |4 Ny @D

Ni(i+7) = |x+ x|+ 1y + ¥ < |xl+ X+ Iyl + Y| = N @) + N, (D)

No@) =0 sup(x],ly) =0 x| =yl =0 @ =0

Noo(A 1) = sup(|A x|, |2 y]) = |A| sup(|x], [y]) = [A] N (W)

Neo (i + 7) = sup(Ix + x'|, |y + ¥'D) < sup([x| + '], [y| + [y
< sup(Ix|, Iy]) + sup(Ix'], 1y']) = Noo () + Noo (%)

Plus généralement, des preuves totalement analogues montreraient qu’on peut définir sur
R™ (n € N*) les trois normes suivantes :

N2 :R™ - [0, +OO[

u= (xl,xz, ...,xn) - Nz(‘l_i) = \/xlz + xZZ + o4 an

Cette derniere est qualifiée de norme euclidienne

N, :R"™ - [0; +oo[
U= (x1,X2, ., Xp) = Ny (W) = |xq] + |x2] + -+ |x,]

N, : R™ > [0; +oo]
U= (X1,X2, .., X) =2 N (@) = sup(|x4l, [x2], ..., [x5])




Mais pour étre plus général encore, on peut définir des normes de référence analogues sur
un espace vectoriel V de dimension finie n, associées a une base (e}, e,, ..., €,)

N, : R" = [0; +oo[
U= X1 €+ X € + -+ Xp€y > Np(U) = VX 1% + 252 + -+ + %2

Cette derniére est qualifiée de norme euclidienne

Ni:R"™ - [0; +oo]
U=x1€1+x€6; ++x,6, > Ny(W) = [xq] + [x2] + -+ |xy,]

N, : R™ - [0; +oo]
U=2x1€]tx;38;+ + X8, > Noo() = sup(|x4], 23], ..., [%5])

4) Exemples de normes dans un espace vectoriel de dimension non finie

Soit V = Cy[a; b] I'espace vectoriel des fonctions continue sur [a; b]. On peut alors définir
trois normes apparentées aux précédentes :

N, : Cola; b] - [0; +oof
b

f - Ny(f) = f F)dx

a

Cette derniére est qualifiée de norme euclidienne

N1 : Cyla; b] = [0; +oof

b
f - Na(f) = f F (0] dx

N, : Cola; b] - [0; +oo]
f— No(f) = sup {|f(x)| : x € [a; b]}

Preuves :

Elles sont aisées en procédant de facon analogue aux précédentes.




Il Produit scalaire

1) Définition

Soit V un R espace vectoriel sur lequel est définie une application du type :

f V2SR
u,v)- f(uv)

On dit que f est un produit scalaire sur V si elle vérifie les quatre propriétés :
- f estbilinéaire :
vV(Uu, ¥, W, a,B) € V3 x R?%:
flai+Bv,w)=af@w)+pfw)
fW,ati+B7v)=afwu)+pfW,v)
autrement dit f est linéaire par rapport a chacune de ses deux variables
- f est symétrique :
V@, D) EV?: 1) =f@,D)
- f est définie :
VEeEV: fALi)=0= u=0
- f est positive :

VAEV: f@E)=0

2) Inégalité de Schwartz

Soit V un R espace vectoriel sur lequel est défini un produit scalaire :

f: VZ 5 R
W, v) - fu,v)



alors

VET) €V?: |f(ﬁ’,17)|s\/f(ﬁ’,ﬁ’)\/f(17,17)

avec égalité si et seulement si la partie (i, V ) est liée

Preuve:
Le fait que f soit positive donne pour tout réel t :
ftu+v,tu+v)=0
Soit, en appliquant la bilinéarité et la symétrie :
f@t?+2f@v)t+ f(#9)=0

Nous sommes donc en présence d’un trindbme en t de signe constant ou nul, donc le
discriminant de I'expression est négatif ou nul, soit :

4(F@, )" -4 @) f(5,9) <0
d’ou:
(F@ )" < fQ@,0) f(3,5)

Puis, en prenant la racine :

IfG@, o) < VF@ ) V@, D)

Examinons maintenant le cas d’égalité.

Supposons en premier f(u,7) = 0 alors le trindme précédent a un discriminant nul donc a
une racine double t,. On a alors :

Le caractére défini de f donne alors :

donc (U, V) liée

Supposons en second f(u,7) < 0 alors f(—u, 7 ) = 0 et donc

f(—4,3) =f(—d,-d) V@)

donc(—1u, ¥) liée d’ou (U, V) liée




3) Produit scalaire canonique sur R"

On peut définir sur R™ le produit scalaire suivant :

fi®R): >R
(U= (x1,%2, .., %),V = (Y1, Y2, -, ¥n) ) = f(ﬁ,i;) =X1Y1+tX2Y2+ 0+ Xy Vn

L'inégalité de Schwartz se traduit alors par :

V(@ = (%1, X2, X0), ¥ = (Y1, Y2, -, ¥n) ) € (RM?:

X1 Y1+ X2 Y2 o X Yl SVXZH 2007+ 22 VYR 2R+t Y

avec égalité si et seulement si la partie (1, V ) est liée

En particulier, en prenant 4 = (|xq], |x5], ..., [x,]) et (v, v, ., v) = (1,1, ...,1)

VU = (xq,%xp,..,X,) €ER":

1] + [22] + -+ ] S VAV Z + 252 + -+ x,

Soit :

N;(@) < Vn N, (W)

4) Norme associée a un produit scalaire :

Soit V un R espace vectoriel sur lequel est définie un produit scalaire :

f V2SR
u,7v) - f(u,v)

alors I'application suivante est une norme :

N :V - [0; +oo]

W NG@) = |G u)




Preuve :
Soit (U,7) € V> et 1 € Ralors :
N@=0e fAi)=0ou=0

N =fAT20) =22 f@ 1) = 1Al Vf@ ) = Al N@)
(NG +3) = faA+30+3) = f@A)+ f@ D) + F@B1) + £(&, )
= (N@) +2fG@, 5+ (N®)”
L'inégalité de Schwartz donne alors :

(NG + ) < (N@)" +2NG@N@) + (N@))” = (N@) + N@))*

D’ou :
NU+7v) < N®@)+ N®)

Remarque :
L'inégalité de Schwartz se traduit alors par :

V(W,7) eEV:: |f(U, V)| < N@) N®)

avec égalité si et seulement si la partie (1, V ) est liée

IV Normes équivalentes

1) Définition

Soit V un espace vectoriel sur lequel sont définies deux normes N et N'. On dit que ces
deux normes sont équivalentes s’il existe deux réels strictement positifs a et 8 tels que :

VUu eV: aNU) <N < BN)

On écrira:
N~N'

Cette relation sur les normes est une relation d’équivalence, elle est :




- réflexive :

N~N
- symétrique :
N~N'= N'~N
- transitive :
N~N'et N~N" = N~N"
Preuves :

Le caractere réflexif est évident car :
Vi eV: NW) <N < N@)
Le caractére symétrique vient de ce fait :
Si:
Vi €eV: aN@) <N'(u) < BN®@)

alors :
— 1 1= — 1 11—
Vu eV: EN(u)SN(u) SEN(u)

et le caractere transitif :

Si:

Yu eV:

. { a N(@) < N'(@)
¥y N'@) < N"(@)

alors :

Vi eV: yaN@) <N"(W) < §BN@)

2) Théoréme sur les normes en dimension finie

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n, alors toutes les normes sont équivalentes.

En particulier, si (€7, e, ..., €,,) est une base de V, les trois normes de référence associées
a cette base vérifient :




N (@) < N1(d) < VR N,(1) < n N, @)

Preuve :
Commencgons par la derniere propriété qui est relativement simple :
Posons :

— — —_— —_—

u =x1 el+x2 ez +"'+xnen

alors :

sup(Ix,], 1x2], s 1% D) S g |+ o] + o+ [l S VY22 + 22 + 00 + 2,2

< Vnnsup(x;2,x,2, ..., x,2) = nsup(|xq], [x2], ..n, 125 ])

Ce qui établit la propriété.

Soit alors une norme N sur V, démontrons qu’elle est équivalente a la norme Nj :

Soit :
U=x,6,+x,6;,+ -+ x,e,
alors :
N@) < N(xy e) + N(xz €2) + -+ + N(xney)
N@) < |x1IN(&7) + [x2IN(e7) + -+ + |xp|N(ep)
Notons :
B = sup(N(e)),N(e3), ..., N(ey))
Alors :

N@) < B (gl + lxa| + -+ |x, D) = B N, (W)

Reste a établir une minoration. Pour cela, notons que pour 2 # 0 :

1
aN,G) < N@) o a <N (mﬁ’)

Or:

N, (ﬁa) = ﬁ N, () = 1



Autrement dit, nous sommes ramenés a montrer que |'application norme N est minorée par
un réel strictement positif a sur la « sphére de rayon 1 » associée a la norme N; a savoir :

S;={ui=xie1+xe;+ - +xne, €V: |xq| + o] + -+ [xp| =1}
Posons :
a=inf(N@W):u €S$S;} =0
Nous allons montrer que « est la norme N d’un vecteur de S;.

Pour tout entier naturel non nul p nous avons :
— —_— —_— —_— — 1
Ju, =x1pe txpey++xp,ey €S8 aSN(up) <a+5

soit :
lcip| + |22p| + o+ |xnp| = 1
Les suites (xy, ) pour k € [1;n] vérifient donc
x| <1

et sont de ce fait bornées, on peut donc extraire des suites (xkg(p)) gui sont convergentes
vers des réels ay.

Or:
[x19m| + X290 | + -+ [Xng | = 1
Par passage a la limite, on en déduit :
lag| + laz| + -+ |ap| =1
Donc le vecteurd = a, e; + a, e, + --- + a, e, estdans S;.

En outre :
|N(ag(p)) - N(&)l = N(ﬁg(p) - Ei)
<p (|xlg(p) —ag| + |x29(p) —ap| + -+ |xng(p) — asq|)
Le théoreme des gendarmes montre alors que I'on a :

lim N(Zyq)) = N(@)

p—+

Mais par I'encadrement :



il donne également :

On en déduit

< N(typ) < a+ !
a<N(u a+——
9(p) g(p)

lim N(iyq)) = @

p—o+oo

a = N(a)

Ord # 0 donc N(@) # 0 d’ot @ # 0 donca > 0

On peut alors conclure :

Soit7 # 0 alors :

Donc:

D’ou:

Finalement :

! ges
NGt
1\ N@)
a=N <N1<a) i) = N, (D

a Ny (&) < N(@)

N~N1



V Topologie des espaces vectoriels normés

Dans toute la suite, E désigne un R espace vectoriel de dimension quelconque et N une
norme sur cet espace.

1) Boules ouvertes, boules fermées, sphéres

Soitda e EetB € |0; +oo|

La boule ouverte de centre d et de rayon B est le sous-ensemble de E :
B(d,B) ={ueE: NU—-ad) < p}

La boule fermée de centre d et de rayon f est le sous-ensemble de V :
B'(d,B) ={He€k: N@E—ad) <)

La boule fermée de centre d et de rayon f est le sous-ensemble de V :

S@B) = (U €E: NGi—d = B)

Pour la norme N(x) = |x| :
B(a,p) =la—p;a+Bl
B'(a,f) =la—p;a+p]
S(a,p) ={a—p;a+p}




2) E=R? A= (a,b)

Pour la norme N :

B(4,8) = L(4,B)

Sa représentation dans un plan est un carré de centre A privé de son bord

Pour lanorme N, :

B(A,B) ={M = (x,y) ER*: (x —a)® + (y — b)* < B}

Sa représentation dans un plan est un disque privé de son bord de centre A et de rayon

Pour la norme N, :

B(4,8) = C(A,B)

Sa représentation dans un plan est un carré de centre A privé de son bord

1) V=E3 A= (a,b,c)

Pour lanorme Nj :

B(4,B)

Sa représentation dans un plan est un cube de centre A privé de son bord

Pour lanorme N, :
B(A B) ={M = (x,y) ER*: (x —a)* + (y = b)* + (z = ¢)* < B}

Sa représentation dans un plan est une boule privée de son bord de centre A et de rayon 8




Pour la norme N, :

B(A,B) = C(A,B)

Sa représentation dans un plan est un cube de centre A privé de son bord

2) Voisinage d’un point

Soit une partie V de E, et d un vecteur de E, on dit que cette partie est un voisinage de d
si elle contient une boule ouverte de centre ad

Si on note V(@) 'ensemble des voisinages de a, la définition s’écrit :

VeV@e 3p€]0,+o[: B(ap)cV

3) Ouverts et fermés

Une partie Q de E est dite ouverte si elle est voisinage de chacun de ses points.

Une partie [F de E est dite fermée si son complémentaire E\F est ouvert

4) Notion de limite d’'une suite

Soit une suite (ﬁn) de vecteurs de E et. On dit que la suite a pour limite un vecteur a de E

Si:

Vee]0,+o[: AngeN: n>ny= U, € B(d,¢)

On écrira:




Notons que cette notion dépend a priori de la norme employée mais, si N et N’ sont deux

normes équivalentes sur E alors, si une suite (Un) de vecteurs de E converge vers un
vecteur d de E pour la norme N, elle converge vers ce méme vecteur a pour la norme N’

Preuve :
Nous avons :
Vi EE: aN@) <N'@) < BN®@)
Donc pour tout € € |0, +oo[ :
Ni—-a)<e>N@—-d)<Pe
soit :
By (@ €) € By (d, Be)

De méme :

By (d€) < By (@,

QRIlm

)

La propriété s’en déduit aisément

5) Unicité de la limite

Si une suite (ﬁn) de vecteurs de E converge vers un vecteur d de E et un vecteur bdeE

.
alorsad=0»b

Preuve :
Soit € € ]0, +oo[ alors :

Ing€EN: n>ng= N(U,—d) <e
dn, €EN:n>n = N(ﬁn—5)<e
Or:

N(@—-b)=N(d-U,+U,—b)<N(da-Uy,)+N(U,—b)

En prenant :




n, = max(ng,ny) +1

ona:
N(@—bh)<2e
donc::
N(@—-b)=0
d’ou :
i=b

6) Propriété de Cauchy et notion d’espace vectoriel normé complet

Si une suite (ﬁn) de vecteurs de E converge vers un vecteur d de E alors elle vérifie :
Veelo,+o[: 3ngeN:V(nm) EN: n>ng= N(Upp —Uy) <&

Si la réciproque est vraie, I’espace vectoriel normé E est dit complet pour la norme N

Preuve :
N(Upsm = Up) = N(Upym —d+d—Up) < N(Upym — ) + N(@ - U,)
Soit € € |0, +oo[ alors :
- £
AngeEN: n>ny= N(Un—c_i)<§

donc
£

2~ ¢

— — &
v (n,m) € N2:n>ny = N(Upym — Uyp) <z+




7) Propriétés de la limite vis-a-vis des opérations :

Soient (U,) et (V,) deux suites de vecteurs de E et un réel A, alors :

lim ﬁnza’} {lim U,+V,=d+b
n—-+oo = n—-+oo

lim Vn =b

n—-+oo

Preuve :

Notons que l'ona:
N((Tn+7,) — (@+5)) =N ((Tp—a) + (7, ~ b)) < N(U, — @) + N(V, ~ b)
Soit alors € € )0, +oo] :

AnyeN:n>ny= Uy, € IB%(&, ):>N(ﬁn—&)<§

N| M

A, EN:n>n =V, € IBS(B, ):N(IZL—B)<§

N M

En prenant :

ona:

donc:

De facon analogue
N(A T, —2a) =N (AT, — @) = A N(T, - @)

DoncpourA # 0:

)= N(T, @) <= N(AT, —1d) <e

In,eN: n>n;= U, € [B(a, i

N| m

D’ou:

lim AU, =7d

n—-+oo




Pour A = 0 c’est trivial.

8) Caractérisation séquentielle des fermés

Une partie F de E est fermée si et seulement si elle vérifie :

Pour toute suite ﬁn de vecteurs de [ telle que ﬁn converge vers une limite d, cette limite
appartienta [F

Preuve :

Sens direct

Soit une suite U,, de vecteurs de F telle que U,, converge vers une limite d. Supposons par
I’absurde que @ ne soit pas dans F alors il est dans son complémentaire qui est ouvert.
Donc:

3B €]0;+o[ : B(d,pB) c E\F
Or:
AngeEN: n>ny= U, € B@GB)=>U, ¢ F
Ceci est contradictoire donc d € F

Sens réciproque :

Supposons que pour toute suite L_fn de vecteurs de [F telle que l7n converge vers une limite @,
cette limite appartienne a [F. Supposons par I'absurde que E\IF n’est pas ouvert. Alors il
existe un vecteur d de E\F dont E\F n’est pas un voisinage. Toute boule ouverte centrée
sur d contient alors au moins un vecteur de FF. Ainsi :

N 1
vneN: ElUneanIBa(&,E)
Soit alors € € 10, 4o :

1 -
dny €N: n>n0:5<£=>N(Un—a)<£

donc:

D’ou par hypothese :




aelF

ce qui est contradictoire, donc E\F est ouvert et par conséquent F fermé

9) Conséquence de la caractérisation séquentielle des fermés

Tout sous-espace vectoriel de dimension finie de E est fermé et complet pour n’importe
laquelle des normes définie sur [E

Preuve :

Soit [F un sous espace vectoriel de E de dimension finie et soit une suite l_fn de vecteurs de [F
ayant pour limite un vecteur d de E.

Soit (el, e, ...,ep) une base de IF. Posons :

—

Up=Xipei+xpes+ - +xpnep

Toutes les normes étant équivalentes dans un espace vectoriel de dimension finie, la
restriction Ny au sous-espace [F de la norme N définie sur E est de fagon triviale une norme
sur F et est équivalente a la norme N, définie sur ce sous-espace et pour la base considérée
par, rappelons le :

No (x1 8 +x3 85 + -+ xp65) = sup(lxq |, Ix3], ., |%])

Le fait que l_fn ait pour limite @ pour la norme infinie entraine qu’elle vérifie le critére de
Cauchy, donc :

Ve€]0,+o[:IAn, EN:V (n,m) € N?:

n>ngy= Sup(lxl(n+m) - xlnl: |x2(n+m) - x2n|' ey |xp(n+m) — Xpn |) <e

Donc les suites X5, , X2p , ..., Xpn SONt P suites de réels qui vérifient le critere de Cauchy.
Elles sont donc convergentes. Notons :

lim x;, = ay, lim x,, = a,,.., lim x,, =a
n—-+oo 1 v n—-+oo 2 2 'n—>+oo p p
Et posons :

¢ — — —
b=a;e +ae;+-+aye,

Nous avons :




Ve€]0,+oof:3ng €N: n>ny = sup(lx, — aql, lxan —aZI,...,|xpn —ap|) <e¢g

Donc l_fn a pour limite b pour la norme N, donc pour la norme N et donc N. Par unicité de
la limite, on en déduit que :

Sl
Il
Qu

Donc:

[F est donc fermé.

La démonstration a prouvé au passage que toute suite de FF vérifiant la propriété de Cauchy
pour la norme N était convergente dans IF donc [F est complet pour Nr ou toute norme
définie sur lui.

10) Distance d’un vecteur a un sous-ensemble

Soit A une partie de E et d un vecteur de E. On définit la distance de d a A par:

d(d A) =inf{N(u—a): ueA}

Propriété :

Dans le cas ou E est de dimension finie :

Si IF est une partie fermée de E, si d un vecteur de E alors :

Ib€eF: d@F) =N(b—d)=d(db)

Preuve :
Notons :
c=d(a,TF)
Alors :
vneN*: 30, eF: cSN(ﬁn—5)<c+%

Or:




., ., 1
Noo(Un) € Noo(Up, — @) + Noo (@) < ¢ =+ Noo(@ S ¢+ 14 Neo (@)

N
Donc U,, est une suite bornée pour Ng.

Soit (€7, €y, ..., &, ) une base de E. Posons :

—

Up=xXimel +xme;++xme,

Donc les suites x5, , X2y , ..., Xpn SONt P suites bornées de réels, on peut donc en extraire p

sous-suites convergentes.

Notons :
lim x,, = b, lim x,, =b,,..., lim x,, = b
Nes+00 in 1'n_)+oo 2n 2 ’ nostoo pn 14

Et posons :
ﬁn est une suite ayant pour limite b pour N, donc b € F car FF est fermé.

N et N, étant équivalentes, l_fn a pour limite b pour la norme N.

Or '’encadrement :

o 1
cSN(Un—&)<c+£

montre, par le théoreme des gendarmes, que :

lim N(ﬁn—&) =c

n—-+oo

Or:
N, - ) = NG - )| < ¥ (T, - @) — (5 - @) = N(T, - B)

et:

i, N(Un =) = 0
On en déduit :

lim N(U, —ad)=N(b—-a)

D’ou :

c=N(B—&)



11) Continuité de la réciproque

Soit f une application continue et bijective d’'une partie F fermée bornée (d’'un espace
vectoriel normé E de dimension finie, sur lequel est définie une distance d associée a une
norme N, dans un espace métrique E’ muni d’une distance d’

Alors f~1 est continue sur E’, donc f définit un homéomorphisme de F sur E'.

Remarque :

La continuité de f est définie pour la métrique dite induite par E, qui est la distance dp
définie sur [F X FF par :

le(X, Y)=dX,Y)=NX-Y)
Preuve :

C’est la conséquence d’un résultat obtenu de facon générale sur les espaces métriques
compacts, car les parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie sont, comme
celles de R", les parties fermées et bornées.




