Sommes de séries remarquables

| Somme de l'inverse des carrés des entiers consécutifs

Soit a déterminer :

Nous allons présenter une méthode ne faisant pas appel a la théorie des séries de Fourier,
qui de toute facon fait appel au méme principe, utiliser une somme trigonométrique
remarquable, mais est bien plus ardue a justifier.

Etape 1 : Expression intégrale

Notons d’abord qu’une primitive de la fonction cos (k t) pour k € N* est la fonction :

sin(k t)
k

Elle fait donc apparaitre l'inverse de k. Pour faire apparaitre I'inverse du carré de k, il faut
donc intégrer deux fois, ce qui se produit dans l'intégrale du produit d’'un polynéme du
second degré par cos (k t).

Ceci améne a chercher deux réels a et b tels que :

s
1
f(at+bt2)cos(kt)dt=ﬁ
0

Une intégration par partie donne, en posant classiquement :
u(t) =at+bt?, vV (t) =cos(kt)

B sin(k t)

u()=a+2bt, v(t) .



f(at+bt2)cos(kt)dt—l(at+b t?) Sm(kt)l f( +2bt) sin (kt)

sm(k t)

f( a—2bt)

Une seconde intégration par partie donne, en posant :

u®)=—a—-2bt, V()= sinik 2
W) =—2b , v(t) = —w
]( a—2bt) m(k D gt = |@+2b0 —Cos(ft)l +j2b—cosk(ft) dt
_(a+2bm) x (-1 ~a sin(k O"
_ > +2b [ ¢ ]
Finalement :

(a+2bm) x(-1)*—a
kZ

f(at+b t?) cos(k t)dt =

Choisissons alors, pour répondre a notre question, a et b tels que :

{a +_2ab:rt 1= 0

Soit :

Nous avons alors, pour tout entier naturel non nul k :

TL’ , 1
t+—t )cos(kt)dt——k2
0

Ainsi par sommation, pourn € N* :




n

i%:fn(—t+% t2> Ecos(kt)dt
0

k=1

Etape 2 : Formule trigonométrigue remarguable :

Dans le fichier sur les applications des nombres complexes, nous avons établi une formule
remarquable pourtoutt + 2 km, k € Z

sin (_(n +21) t) cos (nTt)

sin (it)

1+ cos(t) +cos(2t)+--+cos(nt) =

Et nous avons montré dans le fichier des intégrales impropres remarquables, que la validité
de cette formule pouvait étre prolongée par continuité auxt =2 kmn, k € Z

Nous avons alors :

n sin (@) cos ("Tt) % <sin <(n + %) t) + sin (%))
z cos(kt) = — 7 —-1= —
sin (7) sin (7)

k=1

Ainsi :

Soit :
1
zn:l_ljt —t4s— ) A 1]( Ll t2> "
272\ () ST 2 2w
0

Posons :




PSR s

f6) = —2F—

(1)

La premiere intégrale est une suite qui s’écrit :

:%ff(t) sin<(2n+1) %) dt
0

et, par changement de variable :
t=2x

dt =2 dx

= jf(z x) sin((2n+1) x) dx
0

f étant prolongeable par continuité sur [0;m], la fonction f(2x) est continue donc
intégrable au sens de Riemann sur [0 ,g] Nous avons vu, dans le préliminaire du fichier sur

les intégrales impropres remarquables, que cette suite U avait pour limite O

Quant a la seconde intégrale, elle se calcule :

s
1f t+ t)dt— 1 t2+t3n_ 1 n2+n2 _7'[2
2 2 26710_226_6
0

Ainsi :

i 1 _nz
k2 6
k=1




Il Somme de l'inverse alternée des carrés des entiers consécutifs

Soit a déterminer :

+ o0

e

k=1

Etape 1:

La démarche est analogue a la précédente. Il suffit de noter, par double intégration par
partie, que :

2w (—1Dk

T
f t?cos(kt)dt = 2
0

soit encore :

Ainsi par sommation, pourn € N* :

n

C(-DF 1 r

— 2
E — = ft E cos(kt)dt
£ k 27‘[0

k=1

Etape 2 : Formule trigonométrique remarquable :

On procede comme précédemment et on aboutit a :

n (—1)k 1 1 T sin ((n+%) t)
= — —_ 2 —_
kZl oz 27T><20ft sin(it) 1/dt

soit :




t i (( +1)t>dt 1ft2dt
Sin n - _—

i(—l)"_ 1f
k2  4n
k=1 0

Soit alors la fonction f définie par :

t2
(D)

f étant prolongeable par continuité sur [0 ; ], nous avons, comme vu précédemment :

f@®) =

I C (( +1) t) dt = 0
m sin n = =
n-+oo (T 2

Sln(z)

Reste a calculer:

L (ege L 1" n?
4 - 4nm |3 12
donc, par passage a la limite :
N CDE
k2 12
k=1

On en déduit :




