Suites et séries de fonctions - Séries entiéres

| Convergence simple-convergence uniforme

Soit (f,,) une suite de fonctions numériques définies sur un méme intervalle I

On dit que f,, converge simplement vers une fonction f si :
Vxel: lim f,(x)=f(x)
Autrement dit :
Vx€EIVeE]O;+o[: AngeN:VREN: n >nyg=|f,(x) —f(x)| <e

On écrira:

On dit que f,, converge uniformément vers une fonction f si:

VeE]|0;+o[: AngeN:VxelIVneEN: n >ny=|f,(x) —f(x)| <e

On écrira:

Propriété :

fn_)fifn7f

unif I

Autrement dit, la convergence uniforme entraine la convergence simple mais la réciproque
est fausse.

Preuve :
Dans le sens direct, c’est une conséquence directe des définitions.

Pour la réciproque, il suffit de considérer la suite de fonctions suivantes sur l'intervalle I =
10;1] :




fr(x)=n sixe€ ]O;ﬂ et 0 sinon

on a alors :

lim —=0
n->+oon

Donc, pour x fixé dans ]0; 1] :
1
dny, €EN:n>n, :>E<x:>fn(x)=0

Donc:
Vx€]0;1]: lim f,(x) =0
n—-+oo
La suite (f;,) converge donc simplement vers la fonction nulle.

Supposons par I'absurde que la convergence soit uniforme. Alors poure = 1ona:

AngeEN:VxelIVneN: n >ny=|f,(x)| <1

En particulier :

1
n >nyg=> fn<;)|<1=>n<1

Ce qui est absurde.

La suite (f;,) ne converge donc pas uniformément vers la fonction nulle.

Il Critére de Cauchy pour la convergence uniforme

Soit (f,,) une suite de fonctions numériques définies sur un méme intervalle I.

Alors la suite (f,,) converge uniformément vers une fonction si et seulement si elle vérifie :

Ve€e]0;4+o0[: AngeEN:VxeEI V(np)EN?: n >n0=>|fn+p(x)—fn(x)|<e

Ce critére est appelé critére de Cauchy pour la convergence uniforme.




Preuve :
Sens direct :

On suppose que la suite (f;,) converge uniformément vers une fonction f.

Soit € |0; +oo[ , alors pour 2 >0:

IngEN:VxelVneN: n >n0:>|fn(x)—f(x)|<§
Or:
frap ) = o) = |frap () = F(0) + f(x) = ()
Donc:
s () = O] < [frap () = F)| + 1 G0) = fu @)
On aalors:

e €
V(n,p) €EN2:n >np= |frp(x) — f,(0)] <gtz=e

Donc la suite (f;,) vérifie le critére de Cauchy pour la convergence uniforme.

Sens réciproque :

On suppose que la suite (f;,) vérifie le critere de Cauchy pour la convergence uniforme.

Alors pour x € I fixé, la suite (f,,(x)) vérifie le critére de Cauchy pour la convergence. Elle
tend donc vers une limite que I'on peut noter f(x) définissant ainsi une fonction sur I.

Montrons alors que la suite (f;,) converge uniformément sur [ vers la fonction f.
Soit € € ]0; +oo[ alors pour Z >0:

€

IngEN:Vx€I V(np)EN2:n >n0=>|fn+p(x)—fn(x)| <§

Fixons un entiern > ny etun réel x € I et faisons tendre 'entier naturel p vers l'infini. Par
passage a la limite dans les inégalités, nous obtenons :

FG) -0l <5 <e

Cela prouve la convergence uniforme.



Il Propriétés relatives a la convergence uniforme

Dans la suite, (f,,) est une suite de fonctions numériques convergeant uniformément sur
un intervalle I vers une fonction f

1) Caractére borné :

Si
vneN: f, bornée
alors :
f bornée
Preuve :

Traduisons la convergence uniforme pour € = 1
dngeN:VxelIVneN: n >ny=|f,,(x)—fx)| <1
Or:
IF GOl = [f(0) = frge1(0) + frgs1 G| S |F G0 = frgs1 (O] + | g1 ()]
Notant M un majorant de |fn0+1| sur I, on en déduit :

Vxel :|f(x)|<1+M

Donc f est bornée sur [

2) Continuité en un point :

Si
vneN: f, continue en x,
alors :

f continue en x,




Preuve :

Soit € € ]0; +oo[ alors pour § >0:

Ang€EN:VxelIVneN: n >ny=|f,,(x)— f(x)| < %
Or:
1F ) = F o)l = |F GO = fags1 (O + frge1(0) = frgr1(xo) + frogr1(x0) — £ (%0)]
Donc:

If(x) — f(xo)| < |f(x) - fn0+1(x)| + |fno+1(x) - fn0+1(x0)| + |fn0+1(x0) - f(xo)l
De plus, la continuité de f, 11 en x, donne pour§ :
3
Ja€]0;+oo[:VxEI VREN: x €xg — a;x0 + a[ = | frg+1(X) — fag+1(X0)| < 3
D’ou:
£ € ¢
XEJxg—a;xo +a[=|f(x) — f(xy)] <§+§+§=s

f est donc continue en x

IV Dérivabilité et convergence uniforme

Soit (f,,) une suite de fonctions numériques définies sur un méme intervalle I.

Si:
Ix9 €1: fn(xy) converge

vneN: f, declasse C; sur I (dérivable a dérivée continue)

!
fnunifl'g

Alors il existe une fonction f telle que pour toute partie bornée K de I:

fn—)f

unif K
f de classe Cq sur I

f =gsurl




Preuve :

Soit K partie bornée de I. Nous allons montrer que la suite (f;,) vérifie le critére de Cauchy
pour la convergence uniforme.

Appliquons le théoréme des accroissements finis  la fonction :
RGO = frap@) = fu)
Jc(x) € |xg; x[ ouTc(x) € Jx;x0[ : h(x) = h(xy) + (x — xp) h’(c(x))

Soit :

Furp @) = 1) = faap (o) = fu00) + (@ = 20) (Fnap () = f1u(c@))
Donc:

| frp @) = 2] < frrrp (o) = fu o) + Ix = %0l| ' (¢ () = ' (c ()]
La suite £, (x,) converge. Elle vérifie donc le critére de Cauchy.

Soit € € ]0; +oo[ alors pour 2 >0:

£
dng € NV (n’p) EN?:n > ny = |fn+p(x0) _fn(xo)l < E
K étant bornée,on a:
IME€E]0;+oo[: V(x,y) EK?: |[x—y|<M

Traduisons que la suite (f',,) converge uniformément vers une fonction g par le critére de
Cauchy pour la convergence uniforme :

&
pour — >0:
£
In, EN: Vx€Il V(n,p)EN? : n >n; > |f’n+p(x) — ()| <m
En prenantn, = max(ny,n,)ona:

&
— = £

€
Vx€EK V(n,p) EN? : n >n, > |fn+p(x)—fn(x)|< §+M M

La suite (f;,) vérifie donc le critére de Cauchy pour la convergence uniforme sur K. Elle tend
donc uniformément sur K vers une fonction f

Montrons maintenant que f est dérivable.



Soitx € [ et htel que h # 0 alors :

fa+h) = fO)

A g(x)
— f(x + h) ;lfn(x + h) _I_fn(x + h})l - fn(x) +fn(x) ; f(x) _ g(x)
D’ou :
fx+h)—f(x)
o —gx)
- fx+h)— fulx+ h)’ 4 fo(x) — f(x)| N frx+h) = fulx) 900
h h h
Le théoreme des accroissements finis donne alors :
dc(x) €]x;x+h[ oudc(x) €lx+hyx[ : Jnlx + h})l — /) = f',(c(x))
Donc:
fx+h)—f(x)
A —gx)
< |f (x + h) = fu(x + B)| N |fn () — f(2)] FIF (@) - 9]
Id Id
Or
|f' (c(x) —g@)|=|f" (c(x)) = g(c®) + g(c(x)) — g(x)|
Donc:

f'(c() —g@)| < |f(c@) = g(c))| +]g(c(x) — g
Soit € € ]0; +oo[ alors pour Z > 0 la convergence uniforme de f’n vers g se traduit par
AngeEN:Vyel VneN: n >n0=>|f’n(y)—g(y)|<%
En particulier
VneN: n >ny= |f’n(c(x)) — g(c(x)| <%

Or les fonctions f'  étant continues en x et convergeant uniformément vers g sur |, la

fonction g est donc continue en x



. . &
Ainsi pour -
£
Ja€|0;4+o[: |[h|<a= |glx+h)—g(x)] <Z
Fixons h tel que |h| < a alors :

l9(c() - 9(0] < 5

Reste a traduire la convergence uniforme de f, vers f sur l'intervalle [x — h,x + h] ou

[x + h,x — h] selon le signe de h et pour%

elh
dn, €EN:Vyel VneN: n>n1$|fn(y)—f(y)l<%

En particulier pour n, = max(ngy,n;) + 1

Imwyﬁuﬂ<ﬁg
Iﬁlz(x+m—f<x+h)|<f£ﬂ
Soit :
fa+m) —f@ elnl  lh|

|h| < a =

& &
< — —_— — —_ =
h IO <t am TataTe

On en déduit que f est dérivable en x et que f'(x) = g(x)

V Séries de fonctions

1) Définition

Soit (f,,) une suite de fonctions numériques définies sur un méme intervalle I. On peut lui
associer la suite de fonction (S,,) appelée série de fonctions définie par :

$a @) = ) ful0)
k=0

Si la série définie par la suite (S,,(x)) pour x € I fixé converge, alors on notera :

lim 5,(0) = ) fi(0)
k=0



La série converge alors simplement vers sa limite et cette fonction sera appelée somme de
la série.

Une condition de convergence simple est donc pour tout x € I
lim f,(x)=0
n—-+oo

On dit que la série de fonctions associée a une suite (f,,) converge uniformément sur I si
la suite de fonctions (S,,) définie par ses sommes partielles converge uniformément sur I
vers une fonction, appelée somme de la série

2) Critére de Cauchy pour la convergence uniforme

La série de fonctions associée a une suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur I
si et seulement si elle vérifie le critéere suivant, appelé critére de Cauchy pour la
convergence uniforme :

n+p

Ve€e]0;4+oo[: AnygeEN:VxeEIV(np) EN?: n >ng=> )| <e
k=n

Preuve :

Il suffit de noter que :

n+p

D el = Spip() = Spa ()
k=n

Et de noter qu’il s’agit du critére de convergence uniforme sur I pour la suite (S,) des
sommes partielles.

3) Convergence normale :

Une condition suffisante pour que la série de fonctions associée a une suite de fonctions
(fn) converge uniformément sur I est de vérifier le critére suivant dit de convergence
normale :

J(a)eERN: vneNvVxel : |f,(¥)] < a,

la série de terme général a,, converge




Preuve :

Montrons que la série de fonctions vérifie le critére de Cauchy pour la convergence uniforme

en notant que pour tous entiers naturelson a:

n+p n+p n+p

D | = DI < D a
k=n k=n k=n

La série de terme général a,, étant convergeant, elle vérifie le critere de Cauchy pour la

convergence des séries.

Soit € € ]0; +oo] alors :

n+p
Iny ENV(n,p)EN?: n >ny= Zak <e
k=n
Onadonc:
n+p
VxelIV(mp)EN2: n >ny=> )| < e
k=n

Ce qui prouve la convergence uniforme de la série de fonctions sur I

4) Propriété de continuité :

Soit une série de fonctions associée a une suite de fonctions (f,)
uniformément sur I et xy € I

Si chaque f,, est continue en x alors la fonction somme est continue en x

Preuve :

convergeant

Il suffit d’appliquer a la suite des sommes partielles (S,,) la propriété de continuité dans le

cas de convergence uniforme.



5) Propriété de dérivabilité :

Soit une série de fonctions associée a une suite (f,,) convergeant uniformément sur I et
X0 el

Si
3 x¢ € I : la série de terme général f,(x,) converge
Vn €N f, declasse Cq sur |
la série de fonctions de terme général f',,(x) converge uniformément sur I
alors :

la série de fonctions de terme général f,,(x) converge uniformément sur toute partie
bornée de I.

De plus, si on note :

SG) = ) ful)
k=0

TG = ) [
k=0

Alors :
S est dérivablesurIet:Vx € R: S'(x) = T(x)

On notera dans ce cas :

(Zm fk<x)> = ZOO f@
k=0 k=0

Et on qualifiera cette écriture de dérivation terme a terme.

Preuve :

Il suffit d’appliquer a la suite des sommes partielles (S,,) la propriété de dérivabilité dans le
cas de convergence uniforme vue pour les suites de fonctions.



VI Séries entiéres

1) Définition

Une série entiére est une série de fonctions associée a une suite de fonctions (f,,) dela
forme:

fn(X) = a x"

ou (a,,) est une suite numérique

2) Rayon de convergence

Soit J ’ensemble des réels r positifs ou nuls pour lesquels la série de terme général a, r"
est absolument convergente. Alors, J est un intervalle non vide. La borne supérieure R de
cet intervalle vérifie :

Si = 400, la série de fonctions associée a la suite de fonctions (a, x™) converge
normalement sur tout intervalle [—77; r]

Si € R, la série de fonctions associée a la suite de fonctions (a, x™) converge
normalement sur tout intervalle [—7;r]| avec r < R et diverge trivialement si |x| > R car
son terme général ne tend pas vers 0.

Preuves :

Afin d’établir les preuves, nous allons commencer par montrer un préliminaire :

Si:
A1y € [0;+0[ : a, r," bornée
Alors :

Si |x| < ry alors la série de terme général a,, x" est absolument convergente

Preuve du préliminaire :

Supposons a, 1ry" bornée alors :

AM€]0;+o[: VNEN: |a,r,"| <M




Or:

n n

Jan 2" = |an 7" 15| = lan 7" [~
Posons :
X
=
Si |x| <1, alors:
0<g<i1

Et:
VneN: |a, x| <Mq"

Le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs ou nuls montre que la série de
terme général |a,, x™| converge donc que la série de terme général a, x™ est absolument
convergente.

Revenons alors aux preuves initiales :

L’intervalle J n’est pas vide car 0 € J. Cet intervalle possede donc une borne supérieure R €
R U {400}

Soit7; E[0;R[siR € Roury € [0;+o si R = + alors puisque 1; < R, r; n'est pas un
majorant de / donc :

drej:r>n
la série de terme général a,, r™ est donc absolument convergente et on a :
Vx€e[-rr] VneN: |a, x"| < |a, | |x|" <la,|r"

La série de terme général |a,, | r™ converge, donc la série de fonctions associée a la suite de
fonctions (a, x™) converge donc normalement sur [—7; 7]

En particulier, la série de terme général |a,, | ;™ converge, doncr; € J et ] est un intervalle
Soit maintenant r € |R; +o[siR € R

Supposons par I'absurde que la suite a, r™ tende vers 0 alors elle serait bornée ; Pour R <
q <r on aurait la série de terme général |a, | q" convergente donc g < R ce qui est
absurde.

La série de terme général a,, r™ diverge donc trivialement, le terme général ne tendant pas
vers 0



3) Détermination pratique du rayon de convergence

Si un réel positif R ou nul est tel que la série fonctions associée a la suite de fonctions
(a,, ™) converge absolument si < R et diverge si r > R alors R est le rayon de
convergence de cette série.

Preuve :

Notons R’ le rayon de convergence de la série associée a (a,, x™). Alors pour tout r < R la
série de terme général a,, r™ converge donc :

R<FR

pour tout r > R la série de terme général a,, r™ diverge donc :
R>FR

Il en résulte I'égalité.

Exemples d’usage :

Les régles de D’Alembert et de Cauchy qui suivent sont des applications de ce principe.

4) Reégle de D’Alembert pour déterminer le rayon de convergence

Soit la série fonctions associée a la suite de fonctions (a, x™) et soit R son rayon de

convergence.
Si
a,, # 0 a partir d’un certain rang
lim Ini1| _ L
n-+oo | Ay,
alors :




Preuve :

Il suffit de noter que pour toutr > 0

|an+1rn+1|_

lan 77

Apt1
an

La régle de d’Alembert pour les séries a termes positifs donne alors :

SiL=0:

n+1|

) lan41 7
lim =0

notoo [an 7]

Donc pour tout r > 0 la série de terme général a,, r™ est absolument convergente et donc :

SiL=+40o0:

SiL €]0;4oo]:

n+1|

. Ian+1 r
lim =rlL

nores @ 77|

Donc,si rL <1 lasérie de terme général |a, r"| est convergente et si r L > 1 elle est
divergente. On en déduit :

o~ =

5) Régle de Cauchy pour déterminer le rayon de convergence




Soit la série fonctions associée a la suite de fonctions (a, x™) et soit R son rayon de

convergence.
Si
1
Jim o = £

Alors :

SiL=0, R=+o

SiL=+o, R=0

Si L €]0;+oof, R=%

Preuve :

Il suffit de noter que pour toutr > 0

1 1
|an rnln =r |an|n
La regle de Cauchy pour les séries a termes positifs ou nuls donne alors :
SiL=0:
1
lim |a, r*|n =0
n—-+oo
donc pour tout r > 0 la série de terme général a,, ™ est absolument convergente et donc :

R = 4o

SiL =+4oc0:

1
lim |a, r*|n = 4+
n-+oo
Donc pour tout r > 0 la série de terme général |a,, r™| est divergente et donc :

R=0

SiL €]0;4oo]:
1
lim |a, r*|n=7rL
n—+oo

Dong,si rL <1 lasérie determe général |a,, r™| est convergente etsir L > 1 elle est
divergente. On en déduit :




ol

6) Exemples d’application des régles de D’Alembert et de Cauchy

Nous noterons pour simplifier les séries de fonctions sous la forme ), a,, x™

Exemple 1 :
D"
— X
n!
a 1
n+1 — xnl =
a, (n+1)! n+1
L=0, R=+
Exemple 2 :
Zn! x™
a n+1)!
n+1 :( ):n+1
a, n!
L=40, R=0
Exemple 3 :
P
- X
n
An+1 1 n
= n=
an n+1 n+1
L=1 R=1

Exemple 4 : dans cet exemple, les régles de D’Alembert et de Cauchy ne s’appliquent pas.



Z cos(n @) x™

Mais on note que I'on a pour tout réel 8 et tout entier naturel n :
lcosmB)| <1
Donc pourtoutréel0 <r<1:
lcos(n@) r™*| < r™

La série ), cos(n 8) r™ est donc, par comparaison, absolument convergente. On en déduit,
pour son rayon de convergence :

R=>1

Montrons alors que la série diverge trivialement pour r = 1 en supposant par I'absurde, que
la suite de terme général cos(n @) tende vers 0. Alors on aurait :

1 cas:sin(0) =0 soit@ =km,k €Z
alors cos(n ) = (—1)"* donc la suite de terme général cos(n ) ne tend pas vers 0.
2%me cas :sin( Q) # 0
Alors
cos((n +1 )9) = cos(n 0) cos(08) — sin(n ) sin( )

La suite cos((n +1 )9) extraite de la suite cos(n 8) tendrait donc vers 0 et par conséquent,
la suite sin(n ) tendrait vers 0. Or on a également :

cos?(n ) +sin*(nf) =1
Par passage a la limite, on aurait ainsi :
0+0=1
Ce qui est absurde.

La série Y. cos(n 6) r™ ne converge donc pas pour r = 1, car son terme général ne tend pas
vers 0. On en déduit :

Donc:

7) Propriété de continuité et de dérivabilité de la somme d’une série de fonctions




Soit une série de fonctions ). a,, x™ de rayon de convergence R # 0, notons :

+ oo

S(x) = z a, x"

k=0

alors
Les séries de fonctions Y a,, x" et Y. nn a,, x™ ! ont méme rayon de convergence

S est de classe C,, (dérivable a tout ordre) sur |-R; R et :

+o0
VPpEN :Vx€]-R;R[: SP(x)= ) k(k—1)..(k—p + 1)a, x*P
k=p

En particulier :
VvpeN s®0)=p! a,

et si il existe unréel 0 < r < R tel que sur [—7; 7] on ait :

+00 +00
S(x) =Zanx" =anx"
k=0 k=0
alors:
vneN: a,=b,
Preuves :

Soit la série Y n a,, x™ ! que I'on peut encore noter par renumérotation :

D+ 1) a2
1°cas: R € ]0; +oof
Soit 0 < r < R alors en posant :

r+R r

Ona

n+1

1 1
(4D ey 7 = A D lanaa 7™ ==+ D) (5)  lagel 0™




1
= 2+ 1) @ | b7

Or:

1

lim —(n+1)g"*1 =0

n—-+ot

Donc:
1
IM € ]0; +oof : VnEN:;(n+1)q"+1SM

Donc:

|(n+ 1) @ngy T < M |anyq| B

Or la série de terme général |a, 1| b™** converge, donc par comparaison, la série de terme
général (n + 1) a, ., ™ est absolument convergente.

Soit r > R alors:
1 +1
|(n+1) ape 7™ = ;(n + 1) lagsq| 7"

Donc:

|(n+1) Apt1 | = ; |an+1| rntl

Or la série de terme général |a, | ™' tend vers +oo0, donc par comparaison, la série de
terme général |[(n + 1) a,,.; ™| tend vers +o

On en déduit que la série de terme général (n + 1) a,,, x™ a pour rayon de convergence R
28me cgs : R = +00

Traitement analogue au premier cas premiére partie en prenant0 <r < b

3¢mecas:x =0

Traitement analogue au premier cas seconde partie.

Traitons maintenant la dérivabilité terme a terme sur |- R; R[ :

Soit x € |- R; R[ alors en prenant 0 < |x| < r < R la convergence de la série de fonctions
Y. a, x™ sur l'intervalle [-r; 7] le caractéere C; de chaque fonction a, x™ sur [-r;r] et la



convergence uniforme de la série des fonctions dérivées (n + 1) a,, 41 x™ sur [-r; r] justifie
la dérivabilité de la fonction somme de la série a,, x
sighe somme, soit :

™ sur [-7;r] et la dérivation sous le

Vx€l[-r;r] :
+00 ! +00 +00
(z ay xk> = z ka,x*1= Z(k +1) agyq x*
k=0 k=1 k=0

Par une récurrence évidence on peut poursuivre le procédé de dérivation a n’importe quel
ordre.

VIl Fonctions développables en série entiére

1) Définition-propriétés

Une fonction numérique f est dite développable en série entiére au voisinage de x, si il
existe une suite (a,) de réels telle que la série ), a,, x™ soit de rayon R > 0 et s’il existe un
réel 0 < a <R tel que:

+00
vxelt - mxy—al: )= ) a@x—xpk
k=0
f est alors de classe C, sur |xo — a; xo — al et:
+00
f(k) (%)
O = ) = (x - )
k=0 '

Ainsi, le développement en série entiére, lorsqu’il existe est unique



2) Conditions suffisantes de développement en série entiére au voisinage de 0

Condition 1

Soit une fonction numérique f de classe C,, sur |—a; —a[ avec a > 0
Si:

™)

n!

M
S_
rn

AMEeE[0;+o] et IreER:0<r<a :Vne NVxe]-r;r[:

alors f est somme de sa série de Taylor sur |—r; r|

Condition 2

Soit une fonction numérique f de classe C,, sur un intervalle I contenant un intervalle de
laforme |—a; —a aveca > 0

Si:
IMEe[0;+o[ et : VRe NVxel: [fMx)|<Mm

alors f est somme de sa série de Taylor sur I

Preuve :
Condition 1

Le développement de Taylor entre 0 et x a I'ordre n s’écrit :

n

FOO L M)
F6= ) o+ oy *

k=0
ouc(x) €10;x[ ou c(x) € ]x;0[

Donc:

< — |
rn+1 r

2L £ (0
M@_Zf()ﬂ

k!
k=0

|x| n+1
xl‘l’l+1 S M (_)

Or |x| < rdonc:




On en déduit :
"o
veelmrls =y L@
k=0
Condition 2 :
f(")(O) M x|+t
‘f( )~ Z x (n +1)!

La régle de D’Alembert pour les suites montre que la suite majorante tend vers 0, ce qui
établit le résultat.

3) Fonctions usuelles développables en série entiére au voisinage de 0

a) Rayon de convergence infini

i 1
K|
k=0
400

ch(x)=k§=;(2 T

400
1
— 2 k+1
Sh(x)_2(2k+1)!x
k=0

+ o0

_1\k
cos(x) = EZ B - X2k
to
sin(x) — ( 1) 2 k+1

—_— X
|
L @k+D)!



Preuves :
On utilise les développements de Taylor :
e Pourf(x) =e*, fM(x) =e*
Soit r € ]0, +oo]. Alors :
Vx€l[-r71]: |f(")(x)| <e’
Donc, en utilisant la condition 2) f est somme de sa série de Taylor sur [—7, 7] donc sur R.
e Pourch(x) et sh(x)

On peut utiliser :

1 1/ 1 < 1 SR
VxE]R:Ch(x)=§ (ex+€_x)=§ <mek_|_zm (_x)k>:Z( k)!ka

k=0 k=0 k=0
+ 00 +0co
1 x Cx 1 1 x 1 %
VxE]R:sh(x)zE(e —e )ZE Fx —ZF(—X)
k=0 k=0

Le développement de ch(x) est donc la partie paire de celui de e* et celui de sh(x) sa partie
impaire.

e Pourcos(x) et sin(x)
Il suffit de noter que :
vxeR: |[fMx)| <1

f est donc somme de sa série de Taylor sur R d’aprés la condition 2)



b) Rayon de convergence égala 1

+ o0
1
vxe]-1;1[: =Z xk

+oo
1
Vx€e[-1;1[: Ln(1 —x) = —Z Exk
=1

+ oo
1
11l — = 1Nk Lk
vrel-L1l Z( Dk x
k=0
+00
-1 k-1
VxE]—l;l]:Ln(1+x)=Z %xk
k=1

+00 K
(-1 2 k+1

2k+1
k=1

Vx€e[-1;1]: Tan (x) =

—a(@—1) .. (a—k+1)
a(a—1)..(a—
VxE]—l;l[:(1+x)“=z - Xk
k=0 |
Preuves :
Pourx # letn e N ::
n n+1
1 =Zxk+x
1—x 1—x
k=0
Or:
n+1
lim =0 |x|<1
no+too 1l — x
Donc:

+00
1
vxe]-1;1[: :Z xk

1—x
k=0

Et, la convergence étant uniforme sur tout sous-intervalle [a; b] de ]—1; 1[ : on peut
intervertir le signe somme et le signe intégral sur un tel intervalle, a savoir :



En particulier :

too X
vxe]-1;1] f—dt—z.l-tkdx
=74,

Soit :

+ oo
1
—In(1—x) = Z oy 1xk+1
k=0

D’ou, par changement d’indice :

Ln(1 —x) ilk
n(l—x)=- —X
k=1 k

Pour établir la validité de I'égalité en (—1), il suffit de noter que pour x fixé dans [—1;0] la
série de terme général x est alternée et de terme général tendant vers 0 en valeur

absolue en décroissant. On peut donc appliquer la majoration du reste :

+o0
T Y

k “In+1 n+1
k=n+1

Le majorant tendant vers 0 indépendamment de x, la série converge uniformément sur
[—1; 0]. Comme chaque terme de cette série est une fonction continue sur [—1;0], la
somme de cette série est donc une fonction continue sur [—1; 0]. Or

lim Ln(l-—x) = hm Z

x->(-D* -
Ainsi :
Ln(2) = - Z (=D

On déduit des deux précédents développements les deux suivants :

vxe]-1;1] Z( 1)k x*



+ o0
-1 k-1
vxe€]-1;1]: Ln(1+ x) =Z (T)xk
k=1

Et pour f(x) = Tan™*(x) ona:

VxeR: f(x)=1+x2

Donc
Vxel-1L1[: f'(x) = ) (-DF (x*)*
Soit par intégration :
—1-1[ : _ — " — x_ k 12k
vxel-1;1[: f(&x) = f(0) fof(t)dt ;fo( 1)k 2k g

D’ou:

+ oo k
(-1 2 k1

2k+1
k=1

viel-1;1[: f(x) =

Pour la validité en 1 et en (—1) on procéde comme précédemment en justifiant que la série
converge uniformément sur [—1; 0] et sur [0; 1] par argument de série alternée et on passe
alalimite en 1 eten (—1) 'égalité précédente.



