
Réduction simultanée  des matrices symétriques réelles 

 

Dans toute la suite, les matrices considérées seront à termes dans le corps ℝ. On notera ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛  

l’ensemble des vecteurs colonnes à 𝑛 termes dans ℝ. 

 

I  Forme bilinéaire canonique associée à une matrice carrée. 

 

Soit 𝑋 et 𝑌 deux vecteurs-colonne de  ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛  et 𝐴 une matrice symétrique réelle. Alors on définit sur 

ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙

𝑛  l’application 𝑓𝐴 suivante à valeurs dans ℝ ∶ 

𝑓𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑋 
𝑡  𝐴 𝑌 = ∑ 𝑎𝑖𝑗  𝑥𝑖  𝑥𝑗

 

1≤𝑖≤𝑛
1≤𝑗≤𝑛

 

𝑓𝐴 est une forme bilinéaire que nous qualifierons de forme bilinéaire canonique associée à la matrice 

𝐴 c’est-à-dire vérifiant, rappelons-le : 

∀ (𝑋1, 𝑋2, 𝑌, 𝛼, 𝛽) ∈ ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙

𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ × ℝ ∶  𝑓𝐴(𝛼 𝑋1 + 𝛽 𝑋2, 𝑌) = 𝛼 𝑓𝐴(𝑋1, 𝑌) + 𝛽 𝑓𝐴(𝑋2, 𝑌) 

∀ (𝑌1, 𝑌2, 𝑋, 𝛼, 𝛽) ∈ ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙

𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ × ℝ ∶  𝑓𝐴(𝑋, 𝛼 𝑌1 + 𝛽 𝑌2) = 𝛼 𝑓𝐴(𝑋, 𝑌1) + 𝛽 𝑓𝐴(𝑋, 𝑌2) 

De plus 𝑓𝐴 est dite symétrique si elle vérifie : 

∀ (𝑋, 𝑌) ∈ ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 × ℝ𝑐𝑜𝑙

𝑛 ∶   𝑓𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑓𝐴(𝑌, 𝑋) 

 𝑓𝐴 est dite positive si elle vérifie : 

∀ 𝑋 ∈ ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 ∶   𝑓𝐴(𝑋, 𝑋) ≥ 0 

𝑓𝐴 est dite définie si elle vérifie : 

∀ 𝑋 ∈ ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 ∶   𝑓𝐴(𝑋, 𝑋) = 0 ⇔  𝑋 = 0 

Dans ce cas 𝑓𝐴 définit un produit scalaire sur ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛  et fait de ce dernier espace un espace vectoriel 

euclidien. 

 

II Matrice symétrique réelle définie positive 

Définition : 

 On dit d’une matrice 𝑨 symétrique réelle qu’elle est définie positive, si la forme bilinéaire canonique 

associée est un produit scalaire, c’est-à-dire  : 

∀ 𝑿 ∈ ℝ𝒄𝒐𝒍
𝒏 ∶  𝑿 

𝒕  𝑨 𝑿 ≥ 𝟎, 𝑿  
𝒕  𝑨 𝑿 = 𝟎 

 
⇔  𝑿 = 𝟎 

Propriété 1 : 

Une matrice 𝑨 symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont 

strictement positives 



Preuve : 

Supposons 𝐴 symétrique réelle définie positive. Alors, il existe une matrice 𝑃 orthogonale et une 

matrice 𝐷 diagonale d’éléments diagonaux formés par les valeurs propres 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛, toutes deux 

du même ordre que 𝐴, telles que : 

𝐴 = 𝑃 𝐷 𝑃−1 = 𝑃 𝐷 𝑃 
𝑡  

Soit 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ et 𝑃𝑖 la colonne de 𝑃 de rang 𝑖. Alors : 

𝑃𝑖 
𝑡  𝐴 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 

𝑡  𝜆𝑖 𝑃𝑖 = 𝜆𝑖 𝑃𝑖 
𝑡  𝑃𝑖 = 𝜆𝑖  

Or 𝑃𝑖 étant non nul et 𝐴 définie positive, on a : 

𝑃𝑖 
𝑡  𝐴 𝑃𝑖 > 0 

Donc : 

𝜆𝑖 > 0 

Réciproquement, supposons 𝐴 symétrique réelle à valeurs propres 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 strictement positives. 

Soit 𝑋  un vecteur colonne non nul de ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 . Alors : 

𝑋 
𝑡  𝐴 𝑋 = 𝑋 

𝑡  𝑃 𝐷 𝑃 
𝑡  𝑋 = ( 𝑃 

𝑡  𝑋) 
𝑡  𝐷 ( 𝑃 

𝑡  𝑋) 

Posons : 

𝑌 = 𝑃 
𝑡  𝑋 = 𝑃−1 𝑋 

Alors 𝑌 est un vecteur colonne non nul de ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 . Notons ses termes 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛. Alors : 

𝑋 
𝑡  𝐴 𝑋 = 𝑌 

𝑡  𝐷 𝑌 = 𝜆1 𝑦1
2 + 𝜆2 𝑦2

2 + ⋯ + 𝜆𝑛 𝑦𝑛
2 > 0 

Donc 𝐴 est définie positive. 

 

III Base orthonormale associée à une matrice symétrique définie positive 

 

Définition : 

Soit 𝑨 une matrice symétrique définie positive d’ordre 𝒏. Une famille (𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒏) est dite 

𝑨 −orthonormale si elle est orthonormale pour le produit scalaire canonique associé à 𝑨, c’est-à-

dire si : 

∀ (𝒊, 𝒋)  ∈  ⟦𝟏, 𝒏⟧𝟐 ∶  𝑷𝒊  
𝒕  𝑨 𝑷𝒋 = 𝜹𝒊𝒋  

Où 𝜹𝒊𝒋 est le symbole de Kronecker valant 1 si 𝒊 = 𝒋 et 0 sinon. 

Propriétés : 

1) Toute famille  (𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒏)  𝑨 −orthonormale est une base de ℝ𝒄𝒐𝒍
𝒏 . Plus précisément, en 

notant : 

⟨𝑿|𝒀⟩𝑨 = 𝑿 
𝒕  𝑨 𝒀 

 ‖𝑿‖𝑨 = √⟨𝑿|𝑿⟩ 



∀ 𝑿 ∈ ℝ𝒄𝒐𝒍
𝒏 ∶ 𝑿 = ∑⟨𝑿|𝑷𝒊⟩𝑨

𝒏

𝒊=𝟏

 𝑷𝒊, ‖𝑿‖𝑨 = √∑⟨𝑿|𝑷𝒊⟩𝑨
𝟐

𝒏

𝒊=𝟏

 

2) Une famille (𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒏) est 𝑨 −orthonormale si et seulement si la matrice 𝑷 formée avec les 

colonnes de cette famille vérifie : 

𝑷  
𝒕  𝑨 𝑷 = 𝑰𝒏 

3) Pour toute matrice symétrique définie positive d’ordre 𝒏, il existe des bases 𝑨 −orthonormales, 

et plus précisément, pour toute base (𝑽𝟏, 𝑽𝟐, … , 𝑽𝒏) il existe une base 𝑨 −orthonormale 

(𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒏) telle que : 

∀ 𝒌 ∈ ⟦𝟏, 𝒏⟧ ∶ 𝑽𝒆𝒄𝒕[𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒌] = 𝑽𝒆𝒄𝒕[𝑽𝟏, 𝑽𝟐, … , 𝑽𝒌] 

Un procédé permettant de construire une telle base est le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, 

défini comme suit : 

Etape 1 : Normalisation du premier vecteur de base : 

𝑷𝟏 =
𝟏

‖𝑽𝟏‖𝑨
 𝑽𝟏 

Etape 2 : On « redresse » d’abord  𝑽𝟐 en créant : 

𝑷′𝟐 = 𝑽𝟐 − ⟨𝑽𝟐|𝑷𝟏⟩𝑨 𝑷𝟏 

Puis on normalise ce vecteur : 

𝑷𝟐 =
𝟏

‖𝑷′𝟐‖𝑨
 𝑷′𝟐 

Etape 𝒌 : Ayant construit 𝑷𝟏, 𝑷𝟐, … , 𝑷𝒌−𝟏 pour 𝒌 ≥ 𝟐 on redresse 𝑽𝒌 en créant : 

𝑷′𝒌 = 𝑽𝒌 − ∑⟨𝑽𝒌|𝑷𝒊⟩𝑨 𝑷𝒊

𝒌−𝟏

𝒊=𝟏

 

Puis on normalise ce vecteur : 

𝑷𝒌 =
𝟏

‖𝑷′𝒌‖𝑨
 𝑷′𝒌 

On s’arrête à l’étape 𝒏. 

  

Preuve : 

1) Supposons 

𝑥1 𝑃1 + 𝑥2 𝑃2 + ⋯ + 𝑥𝑛 𝑃𝑛 = 0 

Alors pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ ∶ 

⟨𝑥1 𝑃1 + 𝑥2 𝑃2 + ⋯ + 𝑥𝑛 𝑃𝑛|𝑃𝑖⟩𝐴 = 0 

Donc, en développant : 



𝑥1 ⟨𝑃1|𝑃𝑖⟩𝐴 + 𝑥2 ⟨𝑃2|𝑃𝑖⟩𝐴 + ⋯ + 𝑥𝑛 ⟨𝑃𝑛|𝑃𝑖⟩𝐴 = 0 

Soit : 

𝑥𝑖 ⟨𝑃𝑖|𝑃𝑖⟩𝐴 = 0 

Donc : 

𝑥𝑖 = 0 

La famille (𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑛) est donc libre, c’est donc une base  de ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 . 

Décomposons alors une colonne 𝑋 quelconque sur cette base : 

𝑋 = 𝑥1 𝑃1 + 𝑥2 𝑃2 + ⋯ + 𝑥𝑛 𝑃𝑛 

Alors : 

⟨𝑋|𝑃𝑖⟩𝐴 = 𝑥𝑖 ⟨𝑃𝑖|𝑃𝑖⟩𝐴 = 𝑥𝑖 

2)  Evident 

 

IV Réduction simultanée de deux matrices symétriques. 

 

Soit 𝑨 une matrice symétrique définie positive d’ordre 𝒏 et 𝑩 une matrice symétrique quelconque 

d’ordre 𝒏 alors il existe une matrice inversible 𝑷 et une matrice diagonale 𝑫 telles que : 

𝑷  
𝒕  𝑨 𝑷 = 𝑰𝒏, 𝑷  

𝒕  𝑩 𝑷 = 𝑫 

Preuve : 

Soit 𝑄 la matrice carrée d’ordre 𝑛 formée avec les colonnes d’une base 𝐴 −orthonormale. Alors : 

𝑄  
𝑡  𝐴 𝑄 = 𝐼𝑛 

Soit alors 𝐵′ la matrice définie par : 

𝐵′ = 𝑄  
𝑡  𝐵 𝑄 

Alors : 

𝐵′  
𝑡  = 𝑄  

𝑡  𝐵  
𝑡   𝑄 = 𝑄  

𝑡  𝐵 𝑄 = 𝐵′ 

Donc 𝐵′ est symétrique réelle. Soit donc 𝑅 la matrice carrée d’ordre 𝑛 formée avec les colonnes d’une 

base orthonormale de vecteurs propres de 𝐵′ pour le produit scalaire canonique de ℝ𝑐𝑜𝑙
𝑛 . Alors : 

𝑅  
𝑡  𝐵′ 𝑅 = 𝑅−1 𝐵 𝑅 = 𝐷 

Donc : 

𝑅  
𝑡  𝑄  

𝑡  𝐵 𝑄 𝑅 = 𝐷 

Soit : 

 (𝑄 𝑅)  
𝑡  𝐵 (𝑄 𝑅) = 𝐷 

Posons 𝑃 = 𝑄 𝑅 alors : 



𝑃  
𝑡  𝐴 𝑃 = (𝑄 𝑅)  

𝑡  𝐴 (𝑄 𝑅) = 𝑅  
𝑡  𝑄  

𝑡  𝐴 𝑄 𝑅 = 𝑅  
𝑡  𝐼𝑛 𝑅 = 𝑅  

𝑡  𝑅 = 𝐼𝑛 

Et : 

𝑃  
𝑡  𝐵 𝑃 = 𝐷 

 

 

 

 


