Réduction simultanée des matrices symétriques réelles

Dans toute la suite, les matrices considérées seront a termes dans le corps R. On notera R,

I’ensemble des vecteurs colonnes a n termes dans R.

| Forme bilinéaire canonique associée a une matrice carrée.

Soit X et Y deux vecteurs-colonne de R7,; et A une matrice symétrique réelle. Alors on définit sur

R, X RY,; 'application f, suivante a valeurs dans R :

LD =AY = ) ayxx
1<isn
1<jsn

f4 est une forme bilinéaire que nous qualifierons de forme bilinéaire canonique associée a la matrice
A c’est-a-dire vérifiant, rappelons-le :

V (X1, X2, Y, 2, B) € REy X REg X RE, X RXR: fa(aXy + X, Y) = a fa(Xp,Y) + B fa(X2,Y)
V (Y, Y2, X, a,B) € RE X RE, X REg X RXR: fu(X, a1 +Y2) =afy(X, Y1) + B falX,Y2)
De plus f4 est dite symétrique si elle vérifie :
Y (X,Y) ERY X Rt f1(X,Y) = fa(Y,X)
fa est dite positive si elle vérifie :
VXeERL,: fuX,X)=0
f4 est dite définie si elle vérifie :

VXERY,: fL(X,X)=0 X=0

Dans ce cas f,, définit un produit scalaire sur R, et fait de ce dernier espace un espace vectoriel
euclidien.

Il Matrice symétrigue réelle définie positive

Définition :

On dit d’'une matrice A symétrique réelle qu’elle est définie positive, si la forme bilinéaire canonique
associée est un produit scalaire, c’est-a-dire :

VXERY,: ’XAX>0, XAX=0oX=0

Propriété 1 :

Une matrice A symétrique réelle est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont
strictement positives




Preuve :

Supposons A symétrique réelle définie positive. Alors, il existe une matrice P orthogonale et une
matrice D diagonale d’éléments diagonaux formés par les valeurs propres A4, 15, ..., 1,,, toutes deux
du méme ordre que 4, telles que :

A=PDP1=pPD'P
Soiti € [1,n] et P; la colonne de P de rang i. Alors :
tP, AP, ='P;A; P, =1; 'P; P, = A,
Or P; étant non nul et A définie positive, on a:
tp,AP; >0
Donc:
A4;>0

Réciproquement, supposons A symétrique réelle a valeurs propres 14, 4,, ..., 4,, strictement positives.

Soit X un vecteur colonne non nul de R7,,. Alors :

IXXAX="XPD'PX=(*PX)D (*P X)
Posons :
y=tPx=pP1x
Alors Y est un vecteur colonne non nul de RY,;. Notons ses termes y;, 5, ..., Yy, Alors :
XAX=YDY =0y + 2+ + 1 y*>0

Donc A est définie positive.

111 Base orthonormale associée a une matrice symétrigue définie positive

Définition :

Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. Une famille (P4, P,, ..., P,) est dite
A —orthonormale si elle est orthonormale pour le produit scalaire canonique associé a A, c’est-a-
dire si:

v (i,j) € [1,n]*: 'P;AP; = §;

Ou §;; est le symbole de Kronecker valant 1si i = j et 0 sinon.

Propriétés :

1) Toute famille (Pq,P,,...,P,,) A —orthonormale est une base de R7,;. Plus précisément, en

notant :

(X|V), =X AY

1X1l4 = v(X]X)




zn:(X“’i)Az
i1

2) Une famille (P4, P,, ..., P,,) est A —orthonormale si et seulement si la matrice P formée avec les
colonnes de cette famille vérifie :

n
VXERL X =Y (XIP)s Py Xl =
i=1

tPAP =1,

3) Pour toute matrice symétrique définie positive d’ordre n, il existe des bases A —orthonormales,
et plus précisément, pour toute base (V{,V,,..,V,,) il existe une base A —orthonormale
(Pq,P,,...,P,) telle que :

Vke([1,n]:Vect[Pq,Ps,.., Pyl =Vect[Vq,V,,.., Vil

Un procédé permettant de construire une telle base est le procédé d’orthonormalisation de Schmidt,
défini comme suit :

Etape 1 : Normalisation du premier vecteur de base :

1
IValla

Etape 2 : On « redresse » d’abord V, en créant :

P1: Vl

P’y =V, —(V3|P1)a Py
Puis on normalise ce vecteur :

P, = 1 P’
27 NP S, 2

Etape k : Ayant construit P4, P, ..., P;_1 pour k > 2 on redresse V, en créant :

k-1
Py=Vi— Z<Vklpi>A P;
o1

Puis on normalise ce vecteur :
P —1 P’
kK= k
1Pk |l 4

On s’arréte a I'étape n.

Preuve :
1) Supposons
Xy Pi+x, P+ --+x, P, =0
Alors pour tout i € [1,n] :
Xy Py +x, Py + -+ x, By|Pi)s =0

Donc, en développant :




x1 (Py|Pida + 23 (Po|Pid g+ + 20 (PalPi)a = 0
Soit :
x; (Pi|P;)a =0
Donc:
x; =0
La famille (P, P,, ..., B,) est donc libre, c’est donc une base de R7,,.
Décomposons alors une colonne X quelconque sur cette base :
X=xPi+x, P+ +x, P,
Alors :
(X1Pya = x; (P[P 4 = x;

2) Evident

IV Réduction simultanée de deux matrices symétriques.

Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n et B une matrice symétrique quelconque
d’ordre n alors il existe une matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que :

tpaP=1,, ‘PBP=D

Preuve :
Soit Q la matrice carrée d’ordre n formée avec les colonnes d’'une base A —orthonormale. Alors :
‘QAQ=1,
Soit alors B’ la matrice définie par :
B'='QBQ
Alors :
‘B ='Q'BQ='QBQ=F

Donc B’ est symétrique réelle. Soit donc R la matrice carrée d’ordre n formée avec les colonnes d’une
base orthonormale de vecteurs propres de B’ pour le produit scalaire canonique de R7,,. Alors :

‘RBPR=R'BR=D
Donc:
tR'TQBQR=D
Soit :
‘QR)B(QR)=D

Posons P = Q R alors :




Et:

tpAP=t(QR)A(QR)='R'QAQR='RI,R=RR=1,

tPBP=D



