Racines n-iemes de l'unité

| Préambule

Nous allons établir une identité que nous allons utiliser plus loin et qui n’est que la généralisation
d’une formule de factorisation bien connue, valable pour des nombres complexes :

a’—b*=(a-b)(a+b)

En effet, on peut aisément constater par développement :

a®—-b®=(a—b)(a’+ab+b?)

a*—b*=(a—b)(a®+a’b+ab*+b3)

Et émettre la conjecture pour un entier naturel non nul n quelconque :

n—-1
a®—b"=(a-b)(a"1+a"?b+a"3b?+--b"1)=(a—-b) Z a™ k-1 pk
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Preuve :

Rappelons l'identité facile a établir par développement
n—1

1—2"=(1—Z)(1+Z+Zz+~-+z"‘1)=(l—z)Z z*
k=0

En traitant le cas non trivial ou a est non nul, nous avons alors :

n_pn = gn 1_@
a =a an

Soit en posant :

N
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Nous avons :
a*—b"=a" (1-z"=a"(1-2)(L+z+z*+-+2z"1)

Donc:
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a®—b*"=(a—-b) (@ +a*2b+a*3b%+--p" 1)

Ce qu'’il fallait démontrer

Il Probléme posé

On se propose de résoudre, dans I’'ensemble des nombres complexes, pour un entier naturel donné
n quelconque I'équationen z:

z"=1

Commencgons par quelques cas particuliers :

1) Casn=0
C’est le cas trivial, 'ensemble de solutionest: § = C

2) Casn=1
C’est encore un cas trivial, 'ensemble de solutionest: § = {1}.

3) Casn=2

z2=1© z=1ouz=-1
L’ensemble de solution est :
§={-1;1}

Il est a noter que les solutions sont les affixes des extrémités d’un diametre du cercle de centre O et
de rayon 1 du plan complexe

4) Casn=3



=1 23-1=0
© z-1)(E*+z+1)=0
©z—1=0o0uz?+z+1=0
Le polyndme du second degré a pour discriminant :
A=1-4=-3=(iV3)

Ses racines sont :

_-1-iv3 2
zZ = > =e

-1+iV3  2rm

ZZ:TZQ 3

L’ensemble de solution est :

Il est a noter que les solutions sont les affixes des sommets d’un triangle équilatéral inscrit dans le
cercle de centre O et de rayon 1 du plan complexe

A(D)




5) Casn=4

zd=1e 2z*-1=0
e (Z2-1DE*+1)=0
-+ (z-DEZ+i)=0
o z=1louz=—-1louz=iouz=-—i

L’ensemble de solution est :

s={-1; 1; —i; i}

Il est a noter que les solutions sont les affixes des sommets d’un carré inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon 1 du plan complexe
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11l Résolution générale

Les cas particuliers étudiés ont montré que les solutions correspondaient a des affixes de points se
situant sur le cercle de centre O et de rayon 1 du plan complexe. Cela suggere donc une résolution
générale en utilisant la forme exponentielle.

Posons donc, avecr € ]0; +oo[ car les solutions sont non nulles :
z=re'“
Alors, pourn € N*:
I"=1e (rei“)n =1
o pheina — 1 l0

{ rm=1
Ik €Z : na=2km

r=1
2km
@{Hk €EZ : a=——
n
. 2km

o3k €Z: z=¢e'"n

L’ensemble de solution est :

.2km
S={el n ok EZ}

Il est a noter que les solutions sont les affixes des sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit
dans le cercle de centre O et de rayon 1 du plan complexe.

Vérifions cependant plus rigoureusement qu’il y a exactement n solutions distinctes.
Soit k € Z alors, par division euclidienne de k parn

3(q,r) EZXN: k=gqn+r et 0<r<n-1
Ainsi :

2kT 2(qn+r)m
et n =gt n

_ ei(zqn+2:lrr) _ eiZTT[

n




Donc:

2T T . 2T 4T
S={eln :r €N et 0Sr$n—1}={el°;eln;e‘n;...;e n }

Reste a prouver que les n solutions précédentes sont bien distinctes deux a deux. Supposons alors :

2rm 21T

() €[0;(n—D]%: e n =e' " n

Alors :
skez: T2 g
n
Donc:
2r =2r'"+2nk
Soit :
r—r'=nk
D’ou:
lr —7'| =n k|
Or:
r,r) elo;(n—1D]? = |r—1'|<n
donc
nlkl<n
D’ou:
k] =0
Finalement :
k=0
Et donc:
r=r

Les solutions sont bien distinctes deux a deux.







