Les polynémes a coefficients réels ou complexes

Dans ce fichier, IK désignera le corps R ou C

| Notion de polynéme a coefficients réels ou complexes

Rappelons le résultat sur les fonctions polynomiales de K dans K, J étant un intervalle quelconque
de R non réduit a un point

vV (ag, ay, .., a,) € K*1:

VxeJ:ap+a1x+ ..+ a,x"=0= aqy=a;=-=a,=0

Autrement dit, si une fonction polynomiale a coefficients dans K s’annule sur un intervalle de R
non réduit a un point alors tous ses coefficients sont nuls.

Un corollaire est que si deux fonctions polynomiales coincident sur un méme intervalle réel non
réduit a un point, alors elles ont le méme degré et les mémes coefficients.

On est alors amené a définir une notion de polyndome qui se distingue de celle de fonction
polynomiale, comme suit :

A toute fonction polynomiale fp définie par fp(x) = ag + a; x + ...+ a, x™, on fait correspondre la
suite de ses coefficients que I'on qualifie de polynéme: P = (ay, ay, ..., ay,, 0,0, ... ). On peut ainsi
créer une correspondance bijective entre I'ensemble Fp( K, K) des fonctions polynomiales de K
dans K et I'ensemble F,(N, K) des suites d’éléments de K nulles a partir d'un certain rang, telle
que :

@ : Fp(K K) - Fy(N, K)
fprx—-ay+a x+ ...+ a, x" - P =(ag,a4,..,a,,00,..)

® est en fait bien plus qu’une bijection car, d’une part Fp( K, K) et Fy(N,K) sont des espaces
vectoriels sur le corps K et ® vérifie :

cI)(fp + fQ) = ®(fp) + ‘D(fQ)
A fp) =2 D(fp)
Ce qui fait de ® un isomorphisme d’espaces vectoriels.

D’autre part (Fp(K, K),+,X) est un anneau commutatif. On définit alors le produit de deux
polynémes P et Q par

PxQ=o(fp X fo)

On obtient ainsi, d’une part une structure d’anneau commutatif pour (F, (N, K), +,%), d’autre part :




q’(fp X fQ) = ®(fp) X CD(fQ)
@ devient ainsi un isomorphisme d’anneaux.
Ajoutons une derniére propriété : La composée de deux polynédme définie par
PoQ=®(fpofy)
Ainsi :
‘D(fp °fQ) = ®(fp) ° ‘D(fQ)

Notations simplifiées :

Pour plus de commodités, on convient de noter :
0=®d(fp:x—-0)=(00,0..)
1=d(fp:x—1)=(10,0..)
X=d(fp:x—>x)=1(01,0..)

X2 =d(fp:x—>x%)=1(00,10..)
X" =d(fp:x—-x")=(00,..010..)

Degré d’un polynéme :

Le degré d’un polyndme est le rang a partir duquel tous les termes de la suite de coefficients sont
nuls et auquel on enléve 1. Exemples :

d(0) = -1
d(1) =0
dx) =1
d(X?) =2

d1+X-X) =4

Notation usuelle de I'ensemble des polyndémes :

Fo (N, K) est noté plus simplement K[X] qu’il ne faut pas confondre avec K(X) qui est 'ensemble
des fractions rationnelles a coefficients dans K

On note, pourn € N, K, [X]I'ensemble des polynémes a coefficients dans K de degré inférieur ou
égal a n. C’est un sous espace vectoriel de K[X] de dimensionn + 1 etona:

K, [X] = Vect[1,X, ... X"]

La famille (1, X, ... X™) qui est une base de K,,[X] est appelée base canonique.



Pour plus de commodité, on fera généralement apparaitre le symbole X dans la désignation d’un
polyndéme, ainsi :

P(X) = X + X2

Cette notation est commode quand il s’agit de déterminer un polynéme composé par exemple P(X)
composé avecQ(X) =1 —X.

P(X) o Q(X) sera alors noté :P(Q(X)) et défini par :
PX)e QX)) =PRX)=Q0X)+QM)*=1-X+(1-X)?
=1-X+1-2X+X2=2-3X+X2

Propriété de la composée :

Une propriété de la composition des polynomes (fausse en général pour la composée des fonctions) :

P(X)o QX) =0 B
{Q(X) non constant P(X)=0

Preuve
Si P(X)o Q(X) =0alors:

VxEK: fpofo(x)=0

VxE]K:fp(fQ(x))zo

Or, fp n’étant pas une fonction polynomiale constante, f,,(IK) contient au moins un intervalle / non
réduit a un point (si K = C tout réel y est en effet image d’au moins un complexe x par f, car la
fonction polynémiale complexe f, (x) —y admet au moins une racine complexe) et ainsi fp

s’annule sur un tel intervalle | donc est identiquement nulle d’ot P(X) = 0

Exemple d’usage de cette propriété :

VaeK: PX—a)=0 PX)=0

Propriété du produit :

Une propriété du produit des polynémes (fausse également pour le produit des fonctions) :

PX)QX)=0o P(X)=0 ouQ(X) =0

Preuve
Seul le sens direct n’est pas trivial :

Si P(X)Q(X) =0etsi Q(X) # 0 alors:




ViEeK: fo(x)fo(x)=0

Or fo qui n’est pas identiquement nulle posseéde au moins un intervalle non réduit a un point sur
lequel elle ne s’annule pas et ainsi fp s’annule sur un tel intervalle donc est identiquement nulle d’ou
P(X)=0

Il Polynéme dérivé

1) Définitions
Soit un polynéme non nul de K[X] :
PX)=ap+a X+ ..+ a, X" = (ay, a4, ...,a,,0,0, ...)
On définit le polyn6me dérivé par :
POX)=a;+2a, X + ..+ na, X" ' =(ay,2 a,,..nay,00,0,..)
On définit le polynéme dérivé du polyndme nul comme étant le polynéme nul

On note également :
POX) = P(X)

PO = (PD)P(x)
PO) = (P@) P (x)

Etc...

2) Théoréme

Si deux polynémes ont méme polynome dérivé alors ils different d’'une constante arbitraire.
Autrement dit :

vV (P(X), QX)) e K[X]?: PWX)=QWX)e F3ceK: PX)=Q(X) +¢

Preuve :
Posons :
PX)=ay+a, X+ ..+ a, X"
QX)=by+b X+ ..+ b, X™
Alors :

POX)=a;+2a,X + ..+ na, X™ !

QWX)=b;+2b, X + ...+ mb, X™ 1




Ainsi :
{m—l =n—1
a1 =b1
POX) =0MX) o { 2a,=2b, © P(X)—Q(X) =a,— b,

k nan;nbn

Ce qui prouve le théoréme

3) Propriétés vis-a-vis des opérations :

P+ QVX) = POX) + QD (X)

2.
v (P(X), QX)) € KIXT": {(P x QW (X) = PPX) @X) + P(X) @ (X)

Ces propriétés se vérifient aisément

4) Développement de Taylor

n

(k)
VP(X)eK,[X],VaeK: P(X):ZP k'(a) X —a)k =
k=0 '

pm® (a)
n!

)10 (a)
2!

P(a)+PY(a) X —a) + X —a)?+ -+ X — a)"

Preuve:

Par récurrence surn

Initialisation : pour n=—1let n =20

Sin=—1oun=0, P(X) estun polynbme constant éventuellement nul eton a:
VaeK: P(X) = P(a)

Hérédité : Soit n € N tel que la propriété soit vraie et soit P(X) € K,.,,[X] alors P (X) € K, [X]
donc:

& (P) (@)

POX) = Z k!

k=0

X —a)k

Donc




" p(k+1)
P(l)(X) — z P—m) X - a)k

k!
k=0

n + +1\ D
PO (X) = Z PU+D () ((X —a)k 1)

k! k+1
k=0
N p(k+1) 1\ P
P (x) = ZP (a) (X —a)
k+1
k=0
(¢N)
P(k+1)(a)
P(l) X — X — k+1
&0 ( Ty K9
k=0
D’ou, en vertu du théoréme précédent :
n
P(k+1)(a)
PX)= ) ————= (X —a)k*?
&) Grnr K@+
k=0
Et en évaluant les deux membres en a :
¢ =P(a)

Finalement, en changeant l'indice kenk — 1 :

(k) (a) n+
K-k =

n+1

P(X) = P(a) + Z

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

Il Division euclidienne des polynomes

En notant K*[X] I'ensemble des polynémes non nuls de K[X]

0 <d(R(X)) <d(B(X))

* . 2.

Preuve :
Commencgons par prouver I'existence par récurrence sur le degré n de A(X)
Initialisation : pourn = —1letn =0

Onaalors: A(X) = a,




Distinguons deux cas ;
1°cas:ay =0:
Posons alors
QX)) =0, RX)=0

Alors :

A(X) = B(X) Q(X) + R(X)
Et, puisque B(X) = 0:

d(R(X)) =-1<d(B(X))

Zéme

cas:ay #0

Distinguons encore deux sous-cas :
1% sous-cas : d(B(X)) = 0 soit B(X) = by # 0

Posons alors :
a
e =72, RN =0
0

Il vient :
A(X) = B(X) Q(X) + R(X)

d(R(X)) =-1<d(B(X))

2°™ sous-cas : d(B(X)) > 0
Posons alors :

QX)=0, RX)=aq
Il vient :

AX) = B(X) Q(X) +R(X)

d(R(X)) =0<d(B(X))

Hérédité Soit n € N tel que la propriété énoncée soit vraie pour tous les polynémes A(X) de degré
inférieur ou égal a n. Soit alors un polyndme non nul A(X) de degré n + 1 et un polyndme non nul
quelconque B(X) de degré m. Posons :

AX) = ag+a; X+ +ay. X1



B(X)=by+b X+ -4+ b, X™
Onalors a4y #0etb,, #0et:
Distinguons deux cas :
1cas:n+1<m
Posons alors :
QX) =0, RX)=AX)
Il vient :
A(X) =B(X) Q(X) + R(X)
dRX))=n+1<m=d(BX))
2*™cas:n+1>m
Posons alors :

An+1

bm

A (X) = A(X) — B(X)

Ona:
d(A; (X)) <n
On peut alors appliquer I’hypothese de récurrence a ce nouveau polynéme :

0 <d(R,(X)) <d(B(X))

3! (Ql(X);Rl(X)) € (K[XDZ : {Al(X) = B(X) Ql(X) + R, (X)

or :
AX) = a;: B(X) + A; (X)
Donc :
AX) = al’;“ B(X) + B(X) Q1(X) + R, (X)

m

A = B (a;‘“ + Ql(X)) +Ry(X)

En posant finalement:

an+1

QU =

+0:(X), R(X) = Ry (X)

on voit que la propriété est vérifiée au rang n + 1, ce qui achéve la preuve de |'existence. Voyons
maintenant 'unicité :



Supposons que 'on ait :

A(X) = B(X) Q(X) + R(X) = B(X) @1(X) + R, (X)

Avec :
{0 <d(R(X)) <d(BX))
0 <d(R,(X)) < d(B(X))
Alors :
B(X) (Q(X) — @1(X)) = Ry (X) — R(X)
Or:

d(R,(X) = R(X)) < max (d(R(X)),d(R,(X))) < d(B(X))
Supposons par absurde : Q(X) — Q;(X) # 0 alors :
d (B&X) (@) = 0.(0)) = d(B(D)) +d ((QX) = 0,(X)))
et:
d(BCO) +d ((QWX) = 0:(X))) = d(Ry(X) = R(X)) < d(B(X))
Ce qui est absurde donc :
QX)) —Q:(X) =0
Et
R(X)—R(X) =0

Ce qui prouve l'unicité.

Il Diviseur d’un polynéme, racine, ordre de multiplicité

1) Diviseur d’'un polynéme

Soit (A(X),B(X)) € K[X] X K*[X] on dit que B(X) est un diviseur de A(X) s’il existe un polynédme
Q(X) tel que: A(X) = B(X) Q(X), autrement dit si le reste R(X) dans la division euclidienne de
A(X) par B(X) est nul.

Nous écrirons la définition sous le code mathématique suivant :

v (A(X),B(X)) € K[X] x K*[X] : A(X)/B(X) © 3 Q(X) € K[X] : A(X) = B(X) Q(X)




Exemples :

a) Un polynéme constant non nul divise tout polynéme car :

VeeKVAX) eK[X]: AX) =c <% A(X))

b) Tout polynédme non nul divise le polynéme nul
c) X—1diviseX?—1car:X?2—-1=X-1)(X+1)

2) Racine d’un polynéme :

Définition

Soit a € R et A(X) € K[X] on dit que a est racine de A(X) si A(a) = 0

Théoréme :

VAX) € K'[X]: A(@) =0 X —a/AX)

Autrement dit, pour qu’un nombre a réel ou complexe soit racine d’un polynéme il faut et il suffit
que ce polynome soit divisible par le polynbme X — a

Preuve:
Commencons par établir un résultat préliminaire :
La division euclidienne de A(X) par X — a s’écrit :

AX) =X —a) Q(X) + R(X)
Avec:

dRX) <dX-a)=1

Donc R(X) est un polyndme constant. Or :

A(a) = (a—a) Q(a) + R(a)
Soit :

A(a) = R(a)

Il vient alors :

AX) = (X - a) Q(X) + A(a)

La preuve du théoréme en découle :

Si A(a) = 0l est clair que X — a divise A(X)




Réciproquement, si X — a divise A(X) alors il existe un polynéme Q,(X) tel que :

AX) = (X —a) 0:(X)

Donc:

X -—a) (X)) =X -a) Q(X) + A(a)

En particulier :

(a—a)Qi(a) = (a—a)Q(a) +A(a)

Donc A(a) =0

3) Ordre de multiplicité d’une racine

Définition

Soit a € Ret P(X) € K*[X] alors 'ordre de multiplicité de a dans P(X) est le plus grand entier
naturel m tel que (X — a)™ divise P(X). Nous le noterons : Ord(a, P(X))

Théoréme :
sim+*0:

( P(a)=0

| PW@) =0

Ord(a,P(X))=m & :
P™V(a)=0
PM™(a) £ 0

Preuve :

Notons en préliminaire que :

P(X) = (X —a)™ Q(X)

0rd(a, P(X)) =m 3 Q(X) € R[X] : { 00 % 0

(=>) Si Ord(a,P(X)) = m alors d’une part :

{P(X) =X -a)" QX)
Q(a) # 0

D’autre part, en utilisant le développement de Taylor :

NG
P(X) = Z P _(a) X —a)k




Ainsi :

X - @™ Q) = Z PP (k-
&
Donc:
cr-amom =3 PO gy Z PP k- o
&

Or:

32D (= k- Z P2 - = - )" 0,00

&
Donc:

cmam o= D (g v a0
&
Soit encore :
om0 0,0 = Y P gy
=

Orsi Q(X) — Q;(X) # 0le polyndme du membre de gauche est de degré supérieur ou égal a m et
celui du membre de droite de degré strictement inférieur a m, ce qui est absurde, donc

QX)) - (X)) =0

Et:

m-—1 k)
ZP @) X-a)k=0

k!
k=0

On en déduit, par propriété de la composition :

m-—1
P (a)
k
Z oo X =0

k=0

Puis :

Vke[o;m—1] P®) =0



(=)

En utilisant le développement de Tayloron a:

(k) ()
pon =3 PO (g2 3 PU@ (g

k=0 k=m

p)
=X —a)m z @ (x — ayem

Donc :
PX)=X-a)™QX)

Avec :

pom @

Qa) = #0

4) Nombre de racines

Tout polyndme non nul P(X) de K[X] de degré n admet au plus n racines distinctes. S’il admet

exactement n racines distinctes aq, a,, ..., a, alors :

dceK:PX)=cX—-a;)) X—ay)..X—a,)

Preuve

Soit un polynéme P(X) de K[X] ayant exactement n racines distinctes a4, a,, ...,

3Q:1(X) € K[X]: P(X) = (X —ay) Q1(X)

a, étant racine, on en déduit :

(az —ay) Q1(az) =0

Donc :
Q:1(az) =0
Et:
3Q(X) € K[X]: Q1(X) = (X —az) Q:(X)
Soit :

PX)=X—-a;) X—ay) Q(X)

Par une récurrence évidente, on aboutit a I’existence d’une suite de polynémes

Q:1(X), Q2(X), ..., Q. (X) telle que :



Qre+1(X) = (X — ap) Qx(X)
Ainsi :
PX) =X —a) X —az) .. X — ap) Qn(X)
En prenant les degrés des deux membres, on en déduit :
n=n+d(Q,(X))
Soit :
d(Q@.(X)) =0
Ainsi :
IceR: Q,(X)=c

Cette démonstration prouve également qu’un polyn6me de degré n ne peut avoir plus de n racines
distinctes

IV Théoréme de bezout :

Définition : polyndmes premiers entre eux

Deux polyndmes A(X) et B(X) sont dits premiers entre eux s’il n’existe aucun polynéme de degré
supérieur ou égal a 1 qui divise a la fois A(X) et B(X). En utilisant la définition du PGCD de deux
polyndmes donnée plus loin, cela revient a dire que le PGCD de A(X) et B(X) noté A(X) A B(X)
est égala 1.

Théoréme 1:

v (A(X),B(X)) € (K[X])?:

AX)ABX)=1© 3 (U(X),V(X)) € (KIXD?: A UX)+BX)V(X) =1

Corollaire 1:

vV (A(X), B(X),D(X)) € (KIX])? :
A(X) = D(X) A1 (X)

3 (41(X), B1(X)) € (K[X])? B(X) = D(X) B;(X)
A{(X) et B{(X) premiers entre eux

= 3(UX), V(X)) e (KIXD?: AX) UX) + BX) V(X) = D(X)

Corollaire 1bis :

Vv (A(X), B(X),C(X)) € (K[X])3 :

{A(X) ABX)=1_ A/ CX)

A(X)/B(X) C(X)




Et en version plus générale :

Définition : polyn6mes premiers dans leur ensemble

n polynémes A;(X),A,(X),...A,,(X) sont dits premiers dans leur ensemble s’il n’existe aucun
polyndme de degré supérieur ou égal a 1 qui divise chacun d’eux. En utilisant la définition du PGCD
de n polyndbmes donnée plus loin, cela revient a dire que le PGCD des n polyn6mes noté
A X)NA,(X) N ... A (X) estégala l.

Théoréme 2:

V (41(X), A2(X), .. Ax(X)) € (K[X]D" :
A X)NAXD AL A,(X) =1

© 3(U1(X),U2(X), .. Up(X)) € (KIXD™ : A1 (X) U3(X) + A2(X) Uz(X) + - A, (X) Up(X) = 1

Corollaire 2 :

V (A1(X), A2(X), .. Ap(X), D(X)) € (K[X])"+:
A;(X) = D(X) @1 (X)
A;(X) = D(X) Q2(X)
3 (Q1(X), Q2(X), ..Q, (X)) € (K[XD" { s
L A,(X) = D(X) Q,(X)
Q1A QXDA..Qu(X) =1

3 (U1(X), U2(X), ... Up(X)) € (KIXD™: A1(X) U3 (X) + A2(X) U2(X) ... 4n(X) Un(X) = D(X)

Preuve du théoreme 1

(<=) Supposons :
I(UX), V(X)) e (KIXD?: A UX) +BX) V() =1

Soit alors P(X) un diviseur commun de A(X) et B(X) alors :

s con (5131

Donc :
P(X) R(X) U(X) + P(X) S(X)V(X) = 1
Soit :
PXY(RNUX +SX) VX)) =1

Donc P(X) est un diviseur de 1 d’ou P(X) est un polyndme de degré 0 donc une constante non

nulle.




(=>) Supposons A(X) et B(X) premiers entre eux. Considérons I'ensemble suivant, ou c(P (X))
désigne le coefficient de plus haut rang de P(X) ou encore coefficient du terme de plus haut degré :
(UG, VD)) € (KIXD? : P(X) = AX) UX) + B(X) V(X)
E =<P(X) € K[X]: P(X)+#0
c(PX) =1

Les polynGmes ayant un coefficient de plus haut rang égal a 1, comme ceux de [E, seront qualifiés
d’unitaires par la suite

Nous pouvons alors définir :
n = ming{d(P(X))}

Soit alors Py(X) = A(X) Uy(X) + B(X) Vo (X) € E tel que : d(Py(X)) =n
Nous allons montrer que Py(X) est égal a 1 en prouvant qu'il divise a la fois A(X) et B(X)
La division euclidienne de A(X) par Py(X) s'écrit :

AX) = Py(X) Q(X) + R(X), d(R(X)) < d(Py(X))
Supposons par 'absurde que R(X) # 0, alors :

R(X) = A(X) = P(X) Q(X) = A(X) — (A(X) Up(X) + B(X) V(X)) Q(X)
= (1= Up(X) QX)) AX) + (—Vo(X) (X)) B(X)

Donc R(X) € E mais d(R(X)) < n ce qui est absurde d’ot R(X) = 0 et Py(X) divise A(X)

Un méme raisonnement montre que Py(X) divise B(X), ce qui prouve que Py(X) =1

Preuve du corollaire 1

D’aprés le théoréme 1 :
I(UX), V(X)) e (KIXD?: A, (XD UX) +B,(X)V(X) =1
D’ol1, en multipliant les deux membres par D(X) :
D(X) A, (X) U(X) + D(X) B,(X) V(X) = D(X)
Soit :

AX)UX)+BX)V(X) =DX)



Preuve du corollaire 1bis

D’aprés le théoréme 1
I(UX), VX)) e (KIXD?: A UX) +BX) V) =1

Multiplions les deux membres par C(X) :

AX) C(X) U(X) + B(X) C(X) V(X) = C(X)
Et écrivons que A(X) divise B(X) C(X) :

AX) Q(X) = B(X) C(X)

D’ols :

AX) CX) UX) +AX) Q) V(X) = C(X)

AX) (CCOUM) + QD) V(X)) = C(X)

Donc A(X) divise C(X)

Preuve du théoréme 2

(<=) Analogue a celle du théoreme 1

(=>) Par récurrence surn

L'initialisation a été faite pourn = 2

Voyons I’hérédité. Soit n = 2 tel que la propriété soit vraie alors :

Soit (A1(X), A2(X), . Aps1(X)) € (KIXD™ : A3 (XD AAy(X) A o App (X)) =11

Soit D(X) un diviseur maximal commun a A4;(X), 4,(X), ... A,(X) c'est-a-dire tel que :

(A4 =D &)
4,(0) = D) Q2 (0)

A, (X) = D(X) Qu(X)
L1 () A Qu(X) A . Qn(X) = 1

3 (Q1(X), Q2(X), . Qn (X)) € (KIXD"

Alors :
DX)ANAp1(X) =1
On en déduit d’aprés le théoreme 1 :
3 (U, VX)) € (KIXD? : DX) UX) + A (XD V(X) =1

L’hypothese de récurrence donne alors :



3 (U1 (X), Up(X), ..., Un (X)) € (K[XD™:

Q1(X) U1 (X) + Q2(X) Up(X) + -+ @n(X) Up(X) = 1

Soit :
D(X) Q1 (X) U1 (X) + D(X) Q2(X) Up(X) + -+ D(X) Qn(X) Upn(X) = D(X)
Ou encore :
A XD U (X) + A, (X) Up(X) + -+ 4, (X) Up(X) =D(X)
On en déduit :

A (X)) U1 (XD) UX) + A, U, (X) UX) + -+ An () Un Q) UX) + Ap1 O V(X)) =1
Ce qui prouve la propriété aurang n+1

Preuve du corollaire 2

Déja faite dans celle du théoreme 2 :

V PGCD et PPCM de deux polynémes

Pour deux polyndmes non nuls A(X) et B(X) de K[X] considérons les ensembles suivants :

P(X)/ A(X)
D ={P(X) € K[X]:{ P(X)/ B(X))
c(P(X)) =1

A(X)/ P(X)
M ={P(X) € K[X]:{ BX)/ P(X))
c(PX)) =1

ou c(P(X)) désigne le coefficient du terme de plus haut degré de P(X)

Notons que D est I'ensemble des diviseurs communs a A(X) et B(X) de coefficient de plus haut
degré égal a 1 et M est 'ensemble des multiples communs a A(X) et B(X) de coefficient de plus

haut degré égal a 1.
Nous pouvons alors définir :
n = maxp{d(P(X))}

m = miny{d(P(X))}



Il existe alors un unique polyndme D(X) de D de degré n et un unique polynéme M(X) de M de
degré m

D(X) est appelé PGCD de A(X) et B(X) et nous le noterons A(X) A B(X)

M(X) est appelé PPCM de A(X) et B(X) et nous le noterons A(X) V B(X)

De plus si :
A(X) = D(X) A,(X)
B(X) = D(X) B1(X)
Al(X) A Bl(X) =1
Alors :

dceR: M(X)=cD(X) A;(X) B;(X)
En particulier :

D(X)M(X) =cA(X) B(X)

Preuves :
L'existence de D(X) et M(X) est assurée, reste a voir I'unicité.
Soit donc deux polynémes D (X) et D;(X) de D de degré n alors :
D(X) étant un diviseur commun maximal de A(X) et B(X) nous avons :
I(UX), V(X)) € (KIXD?: AX) UX) +BX) V(X) = D(X)
Donc D, (X) qui divise A(X) et B(X) divise également A(X) U(X) + B(X) V(X) donc D(X).

Le méme raisonnement montre que D(X) divise D;(X). Les deux polynémes different donc d’une
constante multiplicative non nulle et comme ils sont unitaires, ils sont égaux.

Soit maintenant deux polyndmes M(X) et M;(X) de M de degré m. Effectuons la division
euclidienne de M, (X) par M(X) :

M(X)=MX)QX)+R(X), dRX)<dMX)=m
Supposons pas I'absurde : R(X) # 0 alors :
R(X) = My (X) — M(X) Q(X)

D’autre part M(X) et M, (X) étant des multiples de A(X) et B(X) le polyndme R(X) est également
un multiple de A(X) et B(X) et comme il est non nul il est donc dans I'ensemble M mais de degré
strictement inférieur a m, ce qui est absurde, donc R(X) = 0




Il en résulte que M(X) divise M;(X) et par raisonnement analogue M;(X) divise M(X). Comme les
deux polyndmes sont unitaires, ils sont donc égaux.

Notons alors que le polynédme D(X)A; (X) B;(X) est un multiple commun non nul de A(X) et B(X).
Donc, d’apres ce qui précede, M (X) divise ce polyndme, soit :

D(X)A:(X) B1(X) = M(X) Q(X)
Ce qui s’écrit encore de deux fagons :

{A(X) By (X) = M(X) Q(X)
BX) A1 (X) =M(X) Q(X)

Ainsi, en notant que: M(X) = A(X) Q;(X) = B(X) Q,(X):

{A(X) B1(X) = A(X) Q:(X) Q(X)
B(X) A1(X) = B(X) Q2(X) Q(X)

Soit en simplifiant :

{Bl(X) = Ql(X) Q(X)
Al(X) = QZ(X) Q(X)

Q(X) est donc un diviseur commun a A, (X) et B;(X), c’est donc une constante non nulle d. Il en
résulte :

D(X)A1(X) B;(X) = d M(X)

D’ou :

1
M(X) =2DX)4;(X) B,(X)

IV Décomposition en éléments simples des fractions rationnelles :

1) Approche

Considérons deux polynémes premiers entre eux A(X) et B(X) de K[X] et un polynéme C(X)
quelconque de K[X]. Formons la fraction rationnelle :

C(X)

X = 180

Le théoreme de Bezout donne alors :

I(UX), V(X)) € (KIXD* AX)UX) + BOVX) =1



Ainsi :

CX) (AU + B V(X))

QX)) =

A(X) B(X)
0 - CX)ADOUX) CX)BX)VX)
QW) = AX) B(X) AX) B(X)
OO UX) | CO) V)
QW) = B(X) AX)
Donc Q(X) se met sous la forme :

_EX)  FX)

=400 B

Effectuons alors la division euclidienne de E (X) par A(X) et celle de F(X) par B(X)

{E(X) =AX) P(X) + R(X), d(R(X)) < d(A(X))
FX)=BX)TX)+SX), d(S())<d(BX))

Ainsi :

_AX)PX)+RX)  BX)TX) +SX)
&) = AX) + B(X)

X)=PX R(X) T(X —S(X)
QU0 = PX) + 755+ T + 5

Finalement, Q(X) se met sous la forme

R(X) SX)
Q(X) = W(X)+m+m

Théoréme :

vV (A, B(X), €(X)) € (K'[X])* :

AX)ABX)=1>

( €X) R(X) S(X)
. . Jaoem = P A e
3! (R(X),S(X),W(X)) € (K[X])3 : d(R(X)) < d(A(X))

d(s(X)) < d(B(X))




Preuve :
L’existence a été démontrée dans I'approche. Reste a prouver |'unicité

Notons en premier :

cx) RX) S
2080 - O a0 T B

CO A BX) WX) + R(X) B(X) + SX) A(X)
T AN BX) A0 B(X)

= C(X) = A(X) B(X) W(X) + R(X) B(X) + S(X) A(X)
Or:
d(R(X) B(X) + S(X) A(X)) < Max (d(R(X) B(X)),d(S(X) A(X)))
= Max (d(R(X)) +d(B(X)),d(S(X)) + d(A(X)))
< d(AX)) +d(B(X)) = d(A(X) B(X))
Donc W (X) est le quotient de la division euclidienne de C(X) par A(X) B(X). Il est donc unique.

De méme R(X) B(X) + S(X) A(X) est le reste de la division euclidienne de C(X) par A(X) B(X) et
est donc unique. Voyons ce qu’il en est de R(X) et S(X).

Supposons :
R(X) B(X) + S(X) A(X) = R, (X) B(X) + S;(X) A(X)
Alors :
(R(X) = Ri (X)) BIX) = ($:(X) = S(X)) A(X)
Et comme A(X) A B(X) = 1, A(X) divise R(X) — R; (X) et B(X) divise S; (X) — S(X) mais comme
d(R(X) — R1 (X)) < d(A(X) et d(S;(X) —S(X)) < d(B(X) :

{R(X) —R,(X)=0
S5:X)—=S&X)=0

D’ou l'unicité



2) Généralisation du théoréme :

v (Al(X),Az(X), '"!An(X): C(X)) € (K*[X])n+1 :
(v @) e[Lnl2i+j= A;(X)AA;(X) = 1) N

3! (R1(X), R2(X), ., R,(X),W(X)) € (K[X])™*1:

A,(X), A,(X), - A, (X) 40 4,m T am

{ c(X) W(X)+R1(X) Rz (X) Rn(X)
Vke([1;n]: d(R,(X)) < d(Ax(X))

Preuve :
Commencgons par prouver |'existence par récurrence sur n.
L'initialisation a déja été faite dans I'approche pour n = 2. Voyons I’hérédité.
Soit n > 2 tel que la propriété soit vraie.
Soit alors (4;(X), A5(X), ..., A1 (X), C(X)) € (K*[X])™*? tels que :
Vi)H)eln+1]2i#j=> 4,(X) NA(X) =1
Alors :
A1 () A2(X) - Ap(X) A Appa(X) =1
On en déduit selon le théoreme de I'approche :

3! (RCO,SCO, WL (X)) € (K[X])3 :

( cX) — W)+ R(X) SX)

!Al(X) Ay (X) . A (X) App1 (X) A1 (X) A2 (X) . A (X) A1 (X)
d(R(X)) < d(A1(X) A2(X) ... A, (X))

l d(S(X)) < d(4,(X))

On applique alors I’hypothese de récurrence :

31 (R (X), Ry(X), ., Ry(X), W(X)) € (K[XD™* :

R(X) ) RO RGO || Ra®)
{A1(X),A2(X), am YOt Lo T L
vk e [1n]: d(Re (X)) < d(Ar(X))




Ainsi :

cx) B TG B GO B GO B0
A1) A5 (X) A () A ) TR0 T A0 T AT A ()

Ce qui prouve I'existenceaurangn + 1

Voyons maintenant I'unicité :

Notons que W (X) est le quotient de la division euclidienne de C(X) par A;(X) A,(X) ... A, (X) et
que le reste de cette division est

R0 | 4600 + R0 | 400 + 4 Rat0) | [0

k+1 k+2 k*n

ce quotient et ce reste étant unique.
Supposons alors :

R0 | 4600 + R0 | 400 + 4 Rat0) | [0

k+1 k+2 k*n

=500 | 400+ 5,00 [ [4e0 + -+ 5,00 | [ae0

k+1 k#2 k+n

Alors

(R0 =5,0) | [ 4600 = (5200 = Re) | [ 4600 + -+ (5,00 = Ra0) | 400

k#1 k+2 k#n

Donc A;(X) qui est diviseur du second membre et premier avec [].q Ax(X) diviserait Ry (X) —
S1(X) qui est un polyndme de degré strictement inférieur a celui de A; (X). On en déduit :

R1(X) - 51(X) =0
Et par un raisonnement analogue :
R,(X)—S5,(X) =0, ...Rn(X) — Sn(X) =0

D’ou l'unicité.



3) Décomposition en éléments simples dans C(X)

V (21,22, ..., 24, C(X)) € C* x C*[X],V (kq, Kz, ..., kp) € (NO™
(Vapelsnl?i#j= a,#4)=
3! (all, e Q1gys o Any oony A s Q(X)) € Chitthkn x (C[X] :

C(X)
(X — 2% (X — )%z ... (X — Ap)n

agq a1k, a1 Ank,

=0(X
S Sy BTG U TS| I S ML

Preuve :
Il suffit d’appliquer dans un premier temps le théoréme précédent avec pour i € ||1;n|| :

A = (X = 2k

Cela donne :
c(X)
X =2k (X =)k . (X = Ap)kn
_ R, (X) R (X)
=0t G s T = A

Avec pouri € ||1; n]| :d(Ri(X)) <k;

Ainsi :
Ri(X) € Vect[1,X, ..., X¥i"1] = Vect[1, (X — 1)), ..., (X — A))ki™1]
Donc:
31 (@i, - Qik,) € €45 Ry(X) = @ (X — 1) +a; (X = 2)N72 + - + ayy,
Ainsi :
R;(X) _ G + Ak,

K-k X—4 (X —A)k

Cela prouve I'existence et I'unicité de la décomposition.




4) Décomposition en éléments simples dans R(X)

V (21,22, ..., 4, C(X)) € R® x R*[X],V (ky, k3, ..., ky) € (N,
V (bq,..by, Cq,...Cp) € RF™V (54,55, ...,5,,) € (N)™:

Vi j)eln]?ij=> 4 # 4
=
vV (@i,j) e [L;ml*i#j=> (byc;) # (bjc;)

{ 3! (cu, wv C1kys s Cnty e s Cnky) Q(X)) € Rkt +kn x R[X]

2(sq++Sm)
3! (all, b11, ey alsl, . blslv ey Aty bml' - alsm,blsm) ER (s1 Sm)

c(X)
(X — Al)kl (X - ).n)k" (XZ + b1X + (_‘1)51 (XZ + me + cm)sm

C11 Cik, Cn1 Cnk,
= 0(X
Sy P G G Ty LI I g Ty |

aqq X+ b11 alsl X+ b181 A1 X+ bml alsm X+ blSm
X2+ b1 X+c; (X2 + b1 X + cq)5t X2+ b, X+c, (X% + bpX + cpy)m
Preuve :

Il suffit d’appliquer dans un premier temps le théoréme précédent avec les polynémes premiers
entre eux deux a deux

(X — 1)k ,i € [1;n]

(X2 +bX +¢)",j € [1;m]

Cela donne :
c(X)
X =2k . (X =20k (X2 + b X +¢1)5t ... (X2 + by X + Cpy)Sm
R1(X) R, (X) $1(X) Sm(X)
= Q(X) + A oo cee
(X — 1)k X =)k (X2 4 b X+ )5t (X2 + by X + cy)Sm

Avec pour i € ||1;n||: d(Rl-(X)) <k;etpourj€e[l;m]: d (Sj(X)) < 2's;j et cette décomposition
est unique. Intéressons nous aux différents éléments fractionnaires qui sont chacun de la forme :

T(X)
AX)K

Avec: d(T(X)) < d(ACOK)

Effectuons une division euclidienne de T'(X) par A(X) :




T(X) = A(X) T, (X) + N, (X), d(N, (X)) < d(AX))
On a alors:

TX) AX) TiXO+NX) TX) | NX)
Ak A(X)k AR T Ak

En réitérant I'opération :

TX) T(X) No(X) | Ni(X)
AR A2 T AQORL T AX)E

Et ainsi de suite jusqu’a aboutir a :

TX) _Tkea(X) Neea () M) N
Ak AX) A(X)? AR T AX)R

Comme d(Tk_l(X)) <d(AX))et d (Nj(X)) < d(A(X)),j € [1,k — 1] on obtient I'existence de la
décomposition souhaitée. Pour I'unicité, il suffit de noter que les T;(X) et N;(X) sont définis de fagon
unique a chaque étape de division euclidienne.



