Normes de Hélder

1) Rappel des inégalités de Holder

Inégalité discréte :

Soit p et g deux réels positifs ou nuls tels que :
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Alors, pour tous n-uplets de réels x et y positifs ou nuls :

Inégalité intégrale :

Soit f et g deux fonctions intégrables et positives ou nulles sur un intervalle [a, b] telles que f? et
g7 soient intégrables sur le méme intervalle, alors :
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2) Normes de Holder :

a) norme discréte :

Pour X = (x1,x3,...,X,) €E R"etp € [1,+oo[ on pose :
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Alors I'application : X — || X||,, est une norme sur R™.

Preuve :
L'application est clairement a valeurs positives ou nulles.
Soit (X = (x4, %2, ..., %), Y = (¥1, Y2, -, ¥n)) € (RM?Z,1 € Ralors :
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Inégalité triangulaire :
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On introduit alors le réel g tel que :

Et on applique I'inégalité de Holder :

1 1 1 1
n D n q n D n q
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On note alors que :
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Ainsi :
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Deux cas sont alors a envisager :
1*"cas: |[|X + Y||, = 0 et dans ce cas

X+ Y, < IXIl, + 1Y,
2! cas:||[X+ Y], >0
Onaalors:
p-P
X +Yll,” 7 <Ixll, +IYll,

Soit :

X+ Yll, < X1, + 1Y,



b) norme intégrale :

On note Cy([a, b]) 'ensemble des applications f continues de [a, b] dans R. On pose :
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Alors I'application : f — [|f||,, est une norme sur Co([a, b]).

Preuve :

L'application est clairement a valeurs positives ou nulles.
2
Soit (f,g) € (60([a, b])) ,A € Ralors:

Ifll,=0& f=0
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On introduit alors le réel g tel que :
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Et on applique I'inégalité de Holder :
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On note alors que :

Ainsi :
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If +gll,” < (If1p + Nlglly) If + gl

Deux cas sont alors a envisager :




1*"cas: ||f + gll, = 0 et dans ce cas
If+gll, < Ifll, + llgll,
2! cas:||f +gll, >0

On aalors:
»-P
If +agll,” 2 <IIfll, + llgll,
Soit :

If +glly < lIfll, + ligllp



