Nombres de Fermat, nombres de Mersenne et nombres parfaits

| Rappel sur les nombres premiers

Un nombre entier naturel premier est un nombre qui admet exactement deux diviseurs distincts,
un et lui-méme.

Exemples: 2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23,...
Il existe une infinité de nombres premiers.

Si un nombre est premier et strictement supérieur a 2, alors son chiffre des unités est soit 1,3,7 ou 9
car il n’est divisible ni par 2, ni par 5.

Petit théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier qui ne divise pas un entier naturel a, alors :

P = 1[p]

Autre propriété :

Si il existe un plus petite entier naturel non nul m tel que
a™ =1|p]

alors, pour tout entier naturel k :

a“=1[ple 3qeN:k=mq

Preuve :

Supposons :

a* =1p]

Effectuons une division euclidienne de k parm :

k=maq+r, 0<r<m

Alors :
@™ a" =1[p]
Donc:
a” =1 |[p]
Donc:
r=0

Ainsi k est multiple de m.

Réciproquement, supposons :




3gqeN:k

mq
Alors :

a = (@™ =1[p]

Il Nombres de forme particuliére

Soit a et m deux nombres entiers naturels non nuls alors a divise a™ tout en étant distinct de 1 et de
a™. Donc a™ n’est pas premier. Afin de déterminer des nombres premiers particuliers, on est donc
amené a s’intéresser 3 des nombres de la forme a™ + 1 et a™ — 1. Les premiers ont été étudiés par
Fermat et les seconds par Mersenne pour a = 2.

Voyons d’abord des conditions nécessaires pour que de tels nombres soient premiers :

Si a™ + 1 est premier alors m est de la forme 2" oun € N

Si a™ — 1 est premier alors m est premier eta = 2.

Preuves :

Supposons a™ + 1 premier avecm = p q, q impair. Alors :

q-1
a™+1= (ap)q - (_1)q = (ap + 1) Z(ap)q—l—k (_1)k
k=0

Donc a? + 1 divise a™ + 1 tout en étant distinct de 1 et de ce nombre. Cela contredit I'hypotheése.

Ainsi m n’a pas de diviseur impair donc est de la forme 2™.

Supposons a™ — 1 premier. Alors, d’une part :

m—1
a®—1=(a—-1) Z ak
k=0

Dong, sia # 2 alors a — 1 divise a™ — 1 tout en étant distinct de 1 et de ce nombre, ce qui contredit
I’hypotheése. Ainsi a = 2.
D’autre part, supposons m = p q, q distinct de 1 et de m. Alors :

q-1

2m—1=(2P)1—-1=(2P-1) ) (2P)k

Donc 2P — 1 divise 2™ — 1 tout en étant différent de 1 et de ce nombre, ce qui contredit le caractére
premier de 2™ — 1. Ainsi m est premier.




11l Nombres de Fermat

Définition :

Les nombres de Fermat sont, pour n € N, les nombres de la forme :

F,=2%"+1

Les cing premiers nombres de Fermat sont premiers, a savoir :
Fo=2"+1=3
F,=2%2"+1=5
F,=2%+1=17
F; =22 +1=257
— 24 —
Fy,=2% 4+1=65537
Mais pas le sixieme, comme nous le verrons un peu plus loin.

Fsg =22" +1=14294967297 = 641 x 6 700 417

Propriétés des nombres de Fermat :

Pour toutn € N :

Fn+1_2=Fn(Fn_2)

Preuves :
Frpp—2=22""—1=(22") —1=(22"+1) (2" = 1) = F, (F,—2)
Par récurrence triviale :
Fo—=2=Fy 1 (Fp1—2)=F 1 Fuy (Fpg —2) = Fypoq Fpp . Fy (Fg — 2)

=Fy1 Fha .. Fo

Pour tout (n,m) € N? :

Si n > malors F,, et F,,, sont premiers entre eux.

Preuve :
Fn - 2 = FO F1 Fm—l Fm Fn—l
Dong, il existe un entier naturel g tel que :

F,=qF,+2




Soit alors d un diviseur commun de F,, et F,,, alors d divise 2 et d # 2 car 2 ne divise pas F, doncd = 1
et F, et F,, sont premiers entre eux.

Pour toutn € N :

Si p est un diviseur premier de F,, distinct de F,, alors il existe un entier naturel k possédant un
diviseur impair distinct de 1 tel que :

p=2""1k+1

Cette propriété est utile pour déterminer si un nombre de Fermat est premier ou non comme nous le
verrons plus loin.

Preuve :

Soit p un diviseur premier de F, distinct de F,. Alors :

F, =0[p]
Donc:
22" = ~11p]
D’ol:
(22")" = 1[p]
Soit :
22" =1 [p]

soit alors m le plus petit entier naturel non nul tel que :
2m=1|p]
Alors m est un diviseur de 2™*1 donc :
m = 24, g<n+1

Supposons g < n et posons :

Alors :

Ce qui contredit le fait :

Donc:
gq=n+1
Ainsi :

m = 2n+1




Appliquons alors le petit théoréme de Fermat :
p est premier et ne divise pas 2 donc :
271 =1 [p]
Ainsi p — 1 est multiple de 2™ donc il existe un entier naturel k tel que :
p—1=2m1}
Supposons alors que k n’ait aucun diviseur impair distinct de 1, alors il est de la forme :
k = 25, s € N*
Et:
p=1+2""*=F o
Or F,, ;4.1 est premier avec F,,. Donc p est premier avec F,, donc ne divise pas F,, ce qui est absurde.
Donc k admet un diviseur impair.
Application :
Considérons le sixieme nombre de Fermat :
Fs=22+1=2%+1

Soit p diviseur premier de F; alors il existe un entier naturel k ayant au moins un diviseur impair distinct
de 1 tel que:

p=2°k+1=64k+1

Déterminons alors le premier nombre premier rencontré pour les valeurs de k ayant au moins un
diviseur impair distinct de 1, qui sont :

k=3,56,7910,...

Le premier nombre est :
64 x3+1=193

Et il est premier. Or:

28 = 256 = 63 [193]

216 = 632 = 3969 = 109 [193]
232 =109%2 = 108 [193]

232 +1 =109 [193]

Donc 193 ne divise pas Fs

On recommence avec le nombre suivant et on constate que jusqu’a k = 9, les nombres p premiers
obtenus ne divisent pas Fs.

En revanche, pour k = 10, le nombre p = 641 est bien premier et :

216 = 65 536 = 154 [641]



232 = 1542 = 23716 = —1 [641]
232 +1 =109 [641]
Donc 641 divise F5 qui n’est donc pas premier.

Remarque :

Pour n > 2 le chiffre des unités de F,, est 7.

Preuve : Par récurrence sur n.
Initialisation :
2
F, = 22" +1=17

Hérédité : supposons que le chiffre des unités soit 7 pour F, pour une valeur den > 2.

Alors :
FE, =7[10]
Donc:
E,—2 =5[10]
E, (E,—2)=35=5[10]
Soit :
Fpi—2=5][10]

D’ou :

Foq=71[10]

le chiffre des unités de F,,, 1 estdonc 7.

IV Nombres de Mersenne

Définition :

Les nombres de Mersenne sont, pour p entier naturel premier, les nombres de la forme :

M,=2P—1

On peut verifier a I'aide d’un ordinateur que M,, est premier pour les valeurs de p suivantes: 2, 3, 5,
7,13,17,19, 31, 61, 89, 107, 127. On en connait a ce jour 46.

Nombres parfaits :

Un nombre entier naturel est parfait s’il est la somme de tous ses diviseurs autres que lui-méme.

Exemple : Le premier entier naturel parfait est 6 car ses diviseurs autres que lui-méme sont 1,2,3 et :

1+2+3=6




Somme des diviseurs d’un nombre entier naturel

Définition de la fonction s(n)

Soit n un entier naturel non nul. Notons s(n) la somme de ses diviseurs y compris lui-méme.

Propriétés de la fonction s(n)

1) Si n est premier alors :

sm)=n+1
2) Un nombre n est parfait si et seulementsis(n) =2 n
3) si p est premieretr € N*:

pr+1 -1

SO =TT

4) Si n a pour décomposition en facteurs premiers :

k
n= | |Piri
i=1

Alors :

k

s = | [s@wm

i=1
5) Si n et m sont deux nombres entiers naturels premiers entre eux, alors :

s(nm) = s(n) s(m)

Preuves :

1) et 2) évident

3)
pr+1 -1
s =1+p+--+p" =TT
4)
™ 7 T
s(n) = Z P1%t P22 o PR = Z p:*! Z P2 | .. Z Pi’*
iziz s1=1 53=1 sg=1
1S5, ST
Donc:

s(n) = s(:™) s(p2") ... s(r™*)

5) Décomposons n et m en produit de facteurs premiers.




=P Pa"7 e P M= Payg S Psyp St PR
Alors , la décomposition en produit de facteurs premiers den m est :
nm = p;" Pa"? o Ds'S Psia 'St Psan’ 2 PiE
Donc:
s(nm) =s(p1™) s(p2") ... s(Bs") SPs+1"1) S(Ps42"5+2) ... s(Pr"™)
= s(n) s(m)

Théoréme d’Euclide :

Si M, est premier pour p premier alors 2p-1 M, = 2P~1 (2P — 1) est pair et parfait

Réciproque d’Euler :

Si un nombre entier naturel pair est parfait alors il est de la forme 2P~1 (2P — 1) avec p premier

Preuve :

Théoréme d’Euclide :

Les diviseurs de 2P~1 (2P — 1) = 2P~1 M), sont :
-1 -2
1,2,...,2P My, 2 My, .., 2P M,
La somme de ces diviseurs est alors :

zp—1+2V1—1
2-1 ' 2-1
2P —14+ (2P 1 1) (2P —1) = 2P71 (2P — 1)

1+ 24 429+ M+ 2My + .4+ 2P2 M, = M. =

p

Réciproque d’Euler :

Soit n un nombre entier naturel pair et parfait. Alors n peut se mettre sous la forme :
n=292m+ 1), q €EN*
29 et 2 m + 1 étant premiers entre eux, on a :
s(m)=s2Ds2m+1) =R -1)s@2m+1)
D’autre part, comme n est parfait :
s(n)=2n
Donc:
QI —1)s2m+1)=29"T2m+1)
Or 29%1 — 1 est premier avec 29%! donc il divise 2 m + 1. Donc il existe un entier naturel k tel que :
2m+1=09" -1k

Donc, en reportant dans la précédente égalité :




s@@m+1)=29%1k
Donc k est un diviseurde 2m + 1 et :
sm+1)=2m+1+k
Supposons par 'absurde : k > 1. Alors, puisque 1 <k <s(2m+1):
sm+1)=21+k+2m+1)>2m+1+k

Ceci est contradictoire, donc :

Ainsi :
sCm+1)=Cm+1)+1
Donc n’admet que deux diviseurs distincts, 1 et 2 m + 1. Il est donc premier et de la forme 29+1 — 1.
Il en résulte :
n=29Q9% -1) =24 Mgiq
Soitenposant:q=p—1:
n=2P"1M,

oup = q + 1 est premier car M,, = 2P — 1 I'est.

Exemple :
Le caractere premier de M,, M5, M5, M, permet de mettre en évidence les nombres parfaits suivant :
6=2%X3=2M,
28=4X%x7=2%M,
496 = 16 X 31 = 2* M,
8128 = 64 x 127 = 2° M,
Et pour M, on obtient le nombre parfait :

8589 869 056 = 65536 X 131071 = 26 M,



