Matrices symétriques et formes quadratiques réelles

| Motivation :

Considérons dans un plan muni d’un repére orthonormé, I’ensemble C des points M (x, y) vérifiant
une équation du type :

x2—6xy+ 2y*=5
Posons :
flx,y)=x?—6xy+ 2y?

f est un polyndme homogene de degré 2 appelé forme quadratique sur les couples de réels. Notons
alors, gu’en dédoublant le terme central, nous avons :

floy)=x*=3xy—3xy+ 2y’ =x(x -3y +y(-3x+2y)
Soit, en faisant apparaitre un produit matriciel ligne colonne :

fen =9 (5547,

puis un produit matrice colonne :

fly) =(xy) (_13 _23) ()}C/)

et, en notant que le couple est la transposée de la colonne :

ren="0G) (4 D6

Notons alors :

alors :
fx,y)= 'XAX

ou A est une matrice dont les coefficients symétriques par rapport a la diagonale descendante sont
égaux.

L'intérét d’un tel formalisme est, comme nous le verrons plus loin, de pouvoir diagonaliser les matrices
symétriques associées dans une base orthonormée, et aboutir dans cette nouvelle base a une
expression du type :

flx,y)=ax?+by'"?

forme a partir de laquelle il sera aisé de reconnaitre la nature des courbes du plan d’équation f(x,y) =
c ou c est un réel donné.



Il Définition

Soit A une matrice carrée d’ordre n € N* et a coefficients dans un corps K. On dit que A est
symétrique si :

v (i,]) € [[1, n]]z : al-]- = a]-l-
ce qui équivaut a :
tA=4

c’est-a-dire que la matrice est égale a sa transposée, ce qui revient a dire que la ligne et la colonne
de méme numéro ont les mémes termes ou encore que deux termes quelconques symétriques par
rapport la diagonale descendante sont égaux.

Exemples de matrices symétriques :

- D’ordre2:

- D’ordre3:

11l Espace vectoriel des matrices symétriques

Notons S, (IK) I'ensemble des matrices symétriques d’ordre n a coefficients dans K

§,(K) est un sous espace vectoriel de M ,,(IK) mais pas une sous-algébre. Autrement dit, toute
combinaison linéaire de matrices symétriques est une matrice symétrique. En revanche le produit
de deux matrices symétriques n’est pas nécessairement une matrice symétrique.

Preuve :
- Sous-espace vectoriel :
Soit (4,B) € (Sn(]K))Z,A € K alors, par propriétés de la transposition :
‘A+AB)= '"A+21'B=A+A1B
DoncA + A B € §,(K)
- Sous algebre :

Prenons un contre-exemple simple en prenant une matrice A ayant tous ses termes égaux a 1 et une
matrice B diagonale avec le premier terme diagonal égal a 2, les autres étant égaux a 1. Les deux




matrices sont symétriques mais leur produit A B ne I'est pas car c’est une matrice dont tous les termes
sont égaux a 1 a I'exception de la premiere colonne ou ils sont égaux a 2.

L’exemple ci-dessous illustre ce fait pourn = 2
G DG V=G

IV Matrices symétriques réelles

Soit A une matrice symétrique d’ordre n a coefficients dans R alors :
1) Les racines du polyndme caractéristique de 4 sont réelles

2) Deux vecteurs propres de A associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux pour le
produit scalaire canonique de R7,,, ce dernier désignant I’espace vectoriel des matrices a n lignes et

une colonne et a coefficients dans R.

3) A est diagonalisable dans une base orthonormale, autrement dit, il existe une matrice P d’ordre
n dite unitaire (vérifiant ‘P P = I,,) et une matrice diagonale D telles que :

PlAP= 'PAP=D

Preuves :

1) Soit A une valeur propre complexe de A et X un vecteur propre complexe non nul associé. Alors :
AX=1X

et par conjugaison :
AX=21X

Montrons d’abord que le nombre ‘X A X est réel en notant :

X1
X= xz . A= (ay)

le
En effet,on a:

n
Jj=1

n
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1<i<jsn 1<i<jsn
n
_ 2
—Z a;; |x;|* + z a;j x; X, + Z a;j X X,
¢ 1<i<jsn 1<i<jsn

1<i<jsn
donc:
'XAXeR
Ainsi :
'XAX=XAX= XAX
Or:
_ _ _ _ _ n
XAX= X2X=2"%XX= AZ ;|
=1
_ _ _ n
(RAX = 'XAX =2 fXX:AZ Ix, |2
i=1
Donc:
_ n n
I k=2 il
i=1 i=1
Or:
n
X¢O=>Z |x;12# 0
i=1
Donc:
A=2
Et :
AER

2) Soit A, et A, deux valeurs propres distinctes de A et X; et X, deux vecteurs propres respectifs non
nuls associés. Alors :

AXi =M X, AX, =4, X,
D’autre part, par transposition :
X, AX, = X, AX,
Donc:

tXl /12 XZ = th /‘{1 X1



Soit :

Az tX1X2 =4 th X1

Or:
th Xy = tX1X2
Donc:
Az — 44) tX1X2 =0
D’ou:

XX, =0
Ce qui traduit I'orthogonalité des colonnes X;et X,

3) Montrons la propriété par récurrence forte. Linitialisation (n = 1) étant triviale. Supposons donc la
propriété vraie pour toutes les matrices symétriques réelles d’ordre p < n. Soit alors une matrice
symétrique réelle A d’ordre n + 1. Cette matrice possede au moins une valeur propre A;. Notons n,
la dimension du sous espace propre [E, associé.

Sin; = n+ 1 alors A est diagonalisable et par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on peut
construire une base orthonormée de E;,

Sin; <n+1, on peut construire une base orthonormée de [E; par le méme procédé. Notons la

(Pl,PZ, ...,Pnl) et complétons cette base en une base de Rggf (Pl,Pz, e Py 'Pn1+1'

orthonormée. Formons la matrice inversible P dont les colonnes sont les P; et qui n’est autre que la
v Ppyq ) Cette

v Ppyq ) qui soit

. . n s
matrice de passage de la base canonique de R/,; a la base (Pl,Pz, e Py 'Pn1+1'

matrice vérifie :

'‘PP=1,
donc:
tp — p-1
et au passage :
PP=1,

et donc la matrice P~1 A P a la forme par blocs :

prap=tpap=|L0 A

Or A étant symétrique, la matrice ‘P A P 'est aussi car :

‘(tPAP)= 'PA ‘('P)= PAP



On en déduit que B’ a tous ses termes nuls et que A’ est symétrique réelle d’ordren + 1 —n,. On
peut donc appliquer a A’ I’hypothése de récurrence. Il existe une matrice P’ unitaire telle que :

PI—1 AI Pl — tPI AIPI — DI

Ou D’ est une matrice diagonale d’ordre n + 1 — n,. Formons alors la matrice Q d’ordre n + 1 par
bloc comme suit :

alors

Donc Q est unitaire et :

1, 0
BI
p-iap=q1| L0 A1) Q
0 D’
Notons :
1, 0
0
p=|10 A1)

Alors D est diagonale et :
QP'APQ'=D
Posons :
R=PQ'=P"Q
Alors :
R'R=P'QQ ‘P=Plyy, P=P'P=1I,

Donc R est unitaire et :



RYAR='RAR=D

A est donc diagonalisable dans une base orthonormale

V Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques réelles

On note RY,, I'espace vectoriel formé par les matrices colonne a n termes réels.

1) Formes bilinéaires symétriques sur R" ,

a) définition :
Une forme bilinéaire symétrique sur RY,; est une application ¢ de R7); X R, dans R qui est :

- Bilinéaire : Pour tout Y de R7,, I'application partielle ¢(.,Y): X = @(X,Y) est linéaire et
pour tout X de RY,; I'application partielle ¢(X,.) : ¥ = ¢(X,Y) est linéaire.
- Symétrique: V (X,Y) € (R,)?: o(X,Y) = ¢(Y,X)

b) Expression générale :

@ est une forme bilinéaire symétrique sur RY,; si et seulement si il existe une matrice symétrique
réelle telle que :

vV (X,Y) € (RE,)D?: @(X,Y) = 'XAY

Preuve :
(:) Soit ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R, et (X,Y) € (R%,,)?. Posons :
tX = (le xZI "'an)l tY = (J/LyZ; ---:yn)

Et notons (Ey, E5, ..., Ey,) la base canonique de R7,,;

Alors, en développant par bilinéarité :
n n
fP(X.Y)=<P<Z, xiEi,z, YjEj>
i=1 j=1

en désignant par A la matrice symétrique dont le terme a l'intersection de la ligne i et la colonne j est
o(Ei Ey)

1<isn
1sjsn

(c) Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n et ¢ définie sur R?',; X R7,; par :

pX,Y)= ‘X AY




Alors :
o, X)= 'YAx= "(‘vAX)= X 4 "(Y)= XAY
Donc ¢ est symétrique
De plus pourY € R, (X, X") € (R, )3 1ER:
X +AX,Y)= "X +A1X)AY = XAY +1 "X AY =X, V) + 2 oX,Y)
Y, X+2AX) =X +2X, V) =X, Y)+ 12X, Y) =, X)+ 210V, X)

Donc ¢ est linéaire par rapport a sa premiére et sa deuxieme variable.

2) Formes quadratiques sur R" ,

a) définition :

Une forme quadratique sur R}, est une application f de R}, dans R telle qu’il existe une forme

bilinéaire symétrique ¢ sur R7,, telle que :

VX ERL: fX) = 9(X,X)

b) Expression générale :

Une forme quadratique sur R7,; est une application f de R7,; dans R telle qu’il existe une matrice

symétrique réelle d’ordre n telle que :
VXERE,: fX)= 'XAX
Soit, en notant : ‘X = (x{,x3,..,X,), A= (ai].) :
f&X) = z a;j X; X;
1<isn
1gjsn

La matrice A est définie de maniére unique

Preuve de l'unicité :

SoitA = (aij),B = (bl-j) telles que :
VXERY, : ‘XAX= 'XBX
Alors en prenant X ayant tout ses termes nuls sauf le i-eme et le -j-eme égaux a 1,I’égalité donne :

al-j + ajl- = b” + bjl

qui donne, compte tenu de a;; = a;; :




ij = by
Et en prenant X ayant tout ses termes nuls sauf le i-eme égal a 1:

a; = by

b) Réduction d’une forme quadratique réelle en base orthonormée

Soit f une forme quadratique sur R, de matrice A donc telle que :

VXERY,: f(X)= 'XAX

Alors, il une existe une base orthonormée de matrice de passage unitaire P et une matrice diagonale
D telle que :

A=PDP1=pPD P

Donc:
fX)='XPD ‘PX

Posons :
Yy=P1X='PX

Y désigne le vecteur colonne des coordonnées de X dans la base orthonormée de matrice de passage
P. Alors:

fX)=tYpy
Soit en notant :

Y = (y,¥2, -, ¥n) , D = diagonale(d,, d,, ..., d,)

n
FO0=)" diy?
i=1
En posant :

g =tYpy

g est une forme quadratique sur R7,; de matrice diagonale. Ainsi peut étre plus facilement identifiée

la nature des ensembles de points d’'un espace affine dont les colonnes coordonnées en repeére
orthonormé X vérifient :

‘XAX=c
ou ¢ est un réel donné.

En effet, ce sont les ensembles de point dont les colonnes coordonnées Y dans un repére orthonormé
de vecteurs propres de A vérifient une relation de la forme :

n
Z diy’®=c
i=1



Or ces ensembles sont facilement identifiables dans le cas n = 2, ce sont soit des coniques soit, des
droites, des points ou I'ensemble vide, ainsi que dansle casn = 3.

VI Application a la reconnaissance des coniques dans un plan

On considére les courbes C d’un plan vérifiant dans un repére orthonormé (0,7,7)de ce plan une
équation de la forme :

f,y)=ax>+2bxy+cy*+dx+ey+f=0

oua,b,cd,e,f sontdes réels donnés.

Pour déterminer la nature de cet ensemble, on procéde par étape :

On cherche d’abord a se ramener par translation dans le plan a une forme sans termes du premier
degré. Pour cela, on définit la translation par un changement de coordonnées de la forme :

x'=x=x, Y =y-¥
Et on reporte dans I'expression :
fy)=al' +x0)?+2b(x" +x) ' +¥) +c ' +y0)* +d (x' +x0) +e (V' +¥) +f
Ce qui aboutit a une forme :
FO,Y)=ax?+2bx'y +cy?+Qaxg+2bys+d)x' + Rbxy+2cy,+e)y + [
On choisit alors le couple (x,, v) comme solution du systeme :

{2ax0+2by0+d=0
2bxg+2cy,+e=0

A noter, de fagon pratique, que ce systeme s’écrit également :

{fx,(xOvYO) =0
fy(x0,¥0) =0

Ce systéme a pour déterminant :
2 (ac — b?)
On distingue alors 2 cas :

1°cas:b* —ac+0

Le systéme précédent admet un couple de solutions unique (xq, ¥o) et le systeme

!

{x’=x—x0
Yy =Y—Yo

définit un changement de repére par translation dans lequel la nouvelle origine Q a pour coordonnées
(x0,Yo) dans le repére initial. Dans ce nouveau repére (£, 7, ), la courbe C a une équation de la forme :

ax?2+2bx'y +cy’+f =0



On introduit la forme quadratique :
g(;) =ax?+2bx'y +cy'"”
de matrice :

-6

On diagonalise A en déterminant une matrice unitaire P et une matrice diagonale D telle que :
P~*AP= 'PAP=D
Les colonnes de P fournissent alors une nouvelle base orthonormale (ff) :

[=pT+p]
J=p12T+p22]
Dans le repéere (Q, f,f) la courbe C a une équation de la forme :
dix"?+dyy"* +f' =0
Ou d4, d, sont les éléments diagonaux de D.
On peut alors déterminer la nature de C selon les cas suivants :

1% sous-cas : d; et d, de méme signhe et hon nuls :

C est vide si f' a le méme signe que d;, composé de deux droites si f' est nul et est une ellipse dans
les autres cas, car on peut mettre I'équation sous forme :

"2 "2

X y
Tl

2%me sous-cas d et d, de signes contraires et non nuls :

C est composé de deux droites si f' est nul et est une hyperbole dans les autres cas, car on peut mettre
I’équation sous forme :

2émecas:b* —ac=0

Le systeme n’ayant pas nécessairement de solutions, on abandonne le changement de repére par
translation et on note quesia + 0 :

b A2
fx,y)=a (x+ay) +dx+ey+f
Introduisons alors un réel u, pour I'instant quelconque, de la sorte :

b 2 b
f(X,}’)=a(x+ay+u) —2au<x+ay)—au2+dx+ey+f



b 2
:a(x+ay+u) +(d-2au)x+(e—2ab)y+f—au?

On cherche alors un changement de repére orthonormé de la forme :

b
x’:/l(x+ay+u)
y=p(d-2auw)x+(e—2ab)y+f—au?)

Faisons alors un petit point sur les changements de repére orthonormés.

Soit M un point d’un plan ayant pour couple de coordonnées (x',y") dans un repére orthonormé
(0,7,)) et (x,y) dans un repére orthonormé (Q, f,f) de méme orientation. Alors en notant P la

matrice de passage de la base (7,]) dans la base ( f,f) et (xg, o) le couple de coordonnées de ) dans
(0,7,7) nous avons :

OM = 00 + QM

Soit :
XT+ yj=x,1+ y0f+x'f+y’f
donc:
X —Xo\ _ x'

(y—yo) =P (y)
soit :

x' ot X = Xo

(y’) =P (y —)’0)
ou encore :

en ayant posé :

Ainsi, étant donné un systéme de la forme :

{x’—ax+by+e
y=cx+dy+f

Ce systeme définit un changement de repéere orthonormé de méme orientation si et seulement si la
matrice suivante est unitaire et de déterminant strictement positif (donc égal a 1 pour une telle
matrice unitaire) :



P=(, a)

C'est-a-dire, que les quatre conditions suivantes sont vérifiées :

ac+bd=0
a’?+b%=1
c2+d?>=1
det(P) >0

Auquel cas les coordonnées de la nouvelle origine (1 s’obtiennent en calculant :
xO) —e
=7 ()
(}’0 —-f

Revenant a notre probleéme de départ, la matrice P est :
A uld-2au)

P= b
/15 u(e—2ab)

Les conditions sont donc :

b
(/lu(d—Zau)+/1uE(e—2ab)=0
b2
2 _
b ()
p((d-2auw)?+(e—2ab)®>)=1
det(P) >0

A et u étant choisis non nuls ce systéme équivaut a

( b
d—2au+ E(e—Zab)=0

b2
ﬂ.z 1+—2 =1
a

p((d-2auw)?+(e—2ab)®>)=1
det(P) >0

A

et conduit a une valeur unique de u et a deux choix possibles pour le couple (4, 1) pour obtenir un
déterminant strictement positif.

Dans le nouveau repére, la courbe aura une équation de la forme :
yl — alxlz

qui est I'équation d’une parabole.

sia = 0 on travaille de fagon analogue en notant que :

PN
f(x,y)=c(x+zy> +dx+ey+f

et on obtiendra encore une parabole






