Corrigé sujet 2018

Exercice 1 :

1)

2)

Notons tout d’abord que le terme b;; de la matrice A tA est le produit scalaire des
lignes i et j de A. Or le produit scalaire de deux lignes distinctes de A est nul et le
produit scalaire d’une ligne avec elle-méme, autrement dit sa norme vaut a® + b% +
c? + d?. Donc:

AtA=ml,© a®>+b*>+c?+d*=m
On a d’une part :
Det(A tA) = Det(A) Det(*A) = Det(A) Det(A) = (Det(A))”
d’autre part :
Det(A*A) = Det(ml,) =m* = (a® + b* + c* + d*)*
Il en résulte :
(Det(A))” = (a2 + b2 + ¢ + d?)* = ((a% + b2 + 2 + d?)2)?

Or, & b,c,d fixés, Det(A) est un polyndme de degré 4 en a de terme dominant a*
donc de la forme :

Det(A) = a* + P(b,c,d) a® + Q(b,c,d) a? + R(b,c,d) a* + S(b,c,d)

Ou P, Q, R, S sont des polyndmes des trois variables b, ¢, d. Or, si deux polyndmes de
la variable a ont leurs carrés égaux, alors ils sont égaux ou opposés et s’ils ont en plus
méme terme dominant, ils sont égaux. Ainsi :

Det(A) = (a? + b? + ¢? + d?)?

3)

Distinguons deux cas :
1°cas:a?+b?+c?+d?>#0

Dans ce cas, Det(A) # 0etrg(A) = 4
2émecas:a’?+b?+c2+d?*=0

Nous commencerons par une premiere méthode avant de présenter une seconde
méthode plus rapide suggérée par un candidat nommé Richard.




Nous avons Det(A) = 0 doncrg(4) < 3
Orona:

|a b|=a2+b2¢0

-b a

Donc les deux premiers vecteurs colonne de A sont libres et rg(A) = 2.

Montrons maintenant que le troisieme vecteur colonne est lié aux deux premiers en
cherchant d’abord un couple (x, y) de complexes tels que :

(% & 6) =)

-1 1 — 1
=05 2 Cd=zzw ( DCd=avm Gled)

Onaalors:

— 1 (-c( bd)+d(hc—ad)
(—ccz —dc) (;C’)=a2+b2 (—gl(cclzcc:bd)tc(bi—Zd)>

_ 1 (—acz—bcd+bcd—ad2) 1 (—a(c2+d2)>=(g)

a2+ b2 \—acd—bd*—bc:+acd/ a?+b% \—b(c?+d?
Ainsi :
a b c
|\l g )=
—d . b

On fait un travail analogue pour montrer que le quatrieme vecteur colonne est lié aux
deux premiers en cherchant un couple (z, t) tel que :

(5 & ©O=0)

On trouve, apreés calculs :

1 —
O =z55 Garod)

Et on vérifie :
a b d
—b al_|[ c
z\| —¢ +t d il



Ainsirg(A) = 2
Voyons la seconde méthode, qui sera utile également a la question suivante :

Nous reprenons le début ou on constate que les deux premieres colonnes de la matrice
sont libres donc :

2 <rg(A)
Or nous avons :
AA=0
Donc:
VXEM,(C:A(PAX) =0
D'ou:

Im(tA) ={!AX : X € M, ,(C)} c Ker(4)
Or, une matrice ayant méme rang que sa transposée :
Dim(Im(t4)) = rg(*A) = rg(A)

Donc:

2<rg(hd) < dim(Ker(A))
Et, en utilisant le théoreme du rang :

dim(Ker(A)) +rg(4) = 4
Donc:

dim(Ker(A)) =rg(A) =2

4) Le polyndme caractéristique de A est le déterminant d’'une matrice de méme forme
que A. Donc :
Py,(A) =Det(A—21,) = ((a—2)? + b? + c? + d?)?
Les valeurs propres de A sont les racines complexes de ce polyn6me.

Voyons la encore deux méthodes, la seconde étant plus rapide (celle inspirée par
Richard)

1° méthode :

Distinguons plusieurs cas :

1¢cas:b?+c?+d? #0



P,A) =0 (a—21)?=—(b?>+c*+d?
P,(1) admet alors deux racines distinctes A, et 1,. Distinguons alors deux sous cas :
Sous-cas1:c?+d? #0
Dans cecas,onaalafois: (a—A;)?+b?2#0et(a—A,)>+b%2 %0
Or, d’aprés I'étude faiteen 3) lerangde A — 1, I, est2ou 4

Supposons par |'absurde que ce rang soit 4 alors le noyau de A — A, I, qui est
également le sous espace propre associé a A; serait réduit au vecteur nul, ce qui est
contradictoire, donc le rang de A — A; I, est 2 et la dimension du sous espace propre
Ej, est2.

Par un raisonnement analogue, la dimension du sous espace propre E;, associé a 4,
est 2. Ainsi :

dim(Ey,) + dim(E,,) = 4
Donc A est diagonalisable
Sous-cas2:c?+d?=0soitc=idouc=—id
Danscecas b # O et:
PA)=0o (a—1)?=-
Onadonc:
A=a-—ib, Ay=a+ib

Traitonslecas:c=id:

ib b id d
= b —a i
A-NML=\_/0 4 ip —b

—d —id b ib

On note alors que la deuxieme ligne de cette matrice s’obtient en multipliant la
premiere par i. De méme la quatrieme en multipliant la troisiéme par -i. Le rang de
cette matrice est donc le rang de ses deux vecteurs ligne 1 et 3 qui sont libres en
considérant les mineurs :

|—ld d 2ibd, |Z §Z|:i(b2_d2)

L'un des deux est en effet non nulcarb # 0



Ainsi :

rg(A—2A1 1) =2
Une méme analyse conduit a :

rg(A—2A;1,) =2
Et A est diagonalisable

Traitonslecas:c=—id:

ib b —id d
-b ib —-d -id
id d ib -b
—-d id b ib

A_Allz].:

On note alors que la deuxieme colonne de cette matrice s’obtient en multipliant la
premiere par —i. De méme la quatrieme en multipliant la troisiéme par i. Le rang de
cette matrice est donc le rang de ses deux vecteurs colonne 1 et 3 qui sont libres en
considérant les mineurs :

i —id]_

T =—2ina, |i‘§ 4]

ib = —i (b* —d?)
L'un des deux est en effet non nulcar b # 0
Ainsi :

rg(A—2,1,) =2
Et de facon analogue :

rg(A =2z 1) = 2

Et A est diagonalisable

2émecas: b2+ c2+d?=0
P4(1) = (a— 2)?
P,(1) admet alors une seule racine a
Nous allons montrer gu’il existe une configuration non diagonalisable. Prenons :
(a,b,c,d) = (0,1,0,1)
On aalors:

a?+b*=1+#0



b2+ c*+d*=0
a’ +b*+c? + d?

A admet pour seule valeur propre 0 et n’est pas la matrice nulle. Elle n’est donc pas
diagonalisable. Il semble donc qu’il y ait une erreur d’énoncé

2°me méthode :
1 cas: b>+c?24+d?#0

Dans ce cas , A admet deux valeurs propres distinctes et en notant que pour une
valeur propre A, la matrice A — 11, est de méme forme que A et de déterminant
nul, on en déduit d’apres 3) que le rang de cette matrice est 2 et donc que le sous
espace propre associé a A qui est son noyau est de dimension 2. Ainsi la somme des
dimensions des deux sous-espaces propres est égale a 4 et A est diagonalisable.

2°Mmecas b2+ c?2+d? =0

Dans ce cas , A admet pour seule valeur propre a et comme le sous- espace propre
associé est de dimension 2, elle n’est pas diagonalisable, ce qui confirme I'erreur (ou
plutét I'imprécision) d’énoncé mentionnée précédemment.

5) (a’ bl Cl d) = (1’1)1)1)

1 1 11 1 1 11 -2 2 2 2
peof-1 1 -1 1)[-1 1 -1 1|_[-2 -2 -2 2
-1 1 1 -1){-1 1 1 -1 -2 2 -2 =2
-1 -1 1 1/ \-1 -1 1 1 -2 -2 2 =2

-1 1 11

2 _ -1 -1 -1 1

AT =2 -1 1 -1 -1

-1 -1 1 -1
A2=2(A4-31,)

A2=24-4],

6) Introduisons la proposition logique, pourp € N :
Py:"3 (ap,b,) €Z?: AP =ay, A+ b, 1,"

Montrons que P, est vraie pour toutp € N par récurrence :
Initialisation : pourp =0etp =1:
A°=0A+11,

A=14+01,




Donc:

(Clo, bO) = (011)

(a4, b1) = (1,0)

Hérédité :
Soit p € N tel que B, soit vraie alors :
AP =AAP =A(apA+b,1,)=a,A’+b, A
=a, 2A—41)+by,A=(2a,+by)A—4ayl,

Donc Py, est vraie en posant :

apy1 =20, + by

On en déduit pour toutp € N :

Apiz =2 0pp —4ay
L’équation caractéristique de cette relation de récurrence linéaire est :

qg>=2q—4
©(@-2)?%=0
S q=2
On en déduit :
a,=(A+Bp)?2?

A, B étant déterminés par le systeme :

{a0=0
a1=1

Ce qui donne :

{ ZAB ==01

D’ou :

VpeEN: aq,=p2P!




On en déduit :

VpeEN tb,=—4a, 1 =—4(p-1D2P?=—(p—-1)27

La formule restant valable pourp = 0

Exercice 2

On désignera par E I'espace vectoriel des fonctions réelles continues sur R

1) Posons:

gx)= | f©)dt
J

f étant continue sur R, g est dérivable sur Ret g’ = f. On ade plus:

Vx€eR": FOC):M
On en déduit :
—g(0
lim F(x) = ygg,M = g'(0) = £(0)

2) Commengons par nous assurer que ¢ a bien ses valeurs dans E.

Soit f € E alors ¢(f) est continue sur R* (quotient de deux fonctions continues, g
et la fonction x — x. Par construction ¢ (f) est continue en 0, donc elle est continue
sur R. Ainsi o(f) € E

Soit (f, g, @) € E? X R alors on a d’une part :

X

VXER: o(f +a )(x)—lfx(f(t)+a (t))dt—lfxf(t)dt+alj (t) dt
E 4 g —xo g —xo x 9

0

= o(H(x) + a p(g)(x)

et d’autre part :

o(f +a g)(0) = f(0) + a g(0) = (f)(0) + a ¢(g)(0)

Donc:




o(f +ag) =o(f)+aeplg)

D’ou ¢ linéaire donc endomorphisme de E

3) Soit f3 € E* telle que : @(f3) = A f alors :

Vxe€ER": ff,l(t) dt = Ax f1(x)
0

Soit en dérivant :
Vx€eR : fi(x) =2 (fa(x) +xf2(x))
VxeR :Ax f(x) =1 -2 filx)
Distinguons plusieurs cas :
1" cas:A=0:0naalors:
VxeER : fL(x)=0
Et par continuité en0:f; =0
Ce qui est absurde

2Me cas: A =1 Onaalors:

VxeR: f,(0)=0
Donc fj est constante sur R* et par continuité constante sur R.

Réciproquement, si f est une constante non nulle C sur R alors :

P

1
Vx €ER": (p(f)(x)=;det=C
0

Et:

() =C
Donc:

p(f)=1f

1 est alors une valeur propre de ¢ et le sous espace propre associé est engendré par la
fonction constante égale a 1.



3¢mecas: A= 0etd#1:0naalors:
L 1-21
Vx€eR: f/,l(x)=T ;fa(x)
Ainsi :
ﬂLn(x)
3C;ER: Vx€]0,+00[: fL(x) =C,e 2

1;/1Ln(—x)
dC,ER: VX E]-00,0[: fr(x) =C,e 2
Supposons par 'absurde : A € |—o0,0[ U |1, + o[ alors :

1—/1<O
A

Et si Cl * 0 .
Jim ) = +oo
SiC, %0
lim f(x) = 4o
x—-0"

Ce qui est absurde, donc: C; = 0,C, = 0 et finalement : f; est la fonction nulle ce qui est
absurde.

Donc:A € ]0,1[ et

1-1
Vx€]0,+oo[: f(x) =Cyx 2

Vx€]-o,0[: fL(x) =C, (—@%

£1(0) = 0 (par continuité)

Réciproquement : considérons une fonction f; de la forme précédente. Alors :

-2 X
. _/1 , ! ¢, 1,
Vxe]0,+oo[:<p(f/1)(x):;f A :x -1 :)L;x/‘l =1 f(x)
0 T+1
1-1 x
o[ : _1x Pl ri” _ b e
vrelm 0l p@ = [ 60T dr=2 o] =2t

0

=1 H()



En conclusion, les valeurs propres de ¢ sont les réels de I'intervalle ]0,1] et les fonctions
propres associées telles que définies précédemment

4) Soite > 0 alors:

£ £
Ix,€]0,+0[: VXER: x =>x,> s—§<f(x)<s+—

2
Or:
jf(t) dt=ff(t) dt + Jf(t) dt
0 0 X
Ainsi :
x> xp> f s—— dt<]f(t)dt<](s+2)d
= (s—;) (x—2x9) < jf(t)dt<(s+§) (x — xp)
D'ou :
xeO:(s—g)x;xo+%Jf(t)dt<F(x)<(s+§) — Yo, ff(t)dt
0
=>(s—— Jf(t)dt<F(x)<(s+ Jf(t)dt
Or:
Jim — f f(t)dt =0
Donc:

Xo

e 1 £
Ix, €Elxg,+0[: VXER: x> x; = —E<;f f(t)dt<§

Ainsi :



€ €
x>x1zs—§<F(x)<s+§

D’ou finalement :

lim F(x)=s

X—>+00

La réciproque est fausse. Il suffit de prendre : f(t) = sin(t) . Cette fonction n’a pas
de limite en 40 mais :

X—>+00

X
1 1
lim F(x) = xl_i)r&o;f sin(t) dt = xliToo; (1—=cos(x))=0
0

Exercice 3 :

1) Cherchons un équivalent de f au voisinage de 0 :

2 sin (%) —x 2 (%_% (%)3 + o(x3)> —x _ L x3 + o0(x3)

24
Vxe |0,m]: f(x) = = =
2 x sin (%) 2 x sin (%) 2xsin (%)
Soit :
1 3
fe~—Eh = =gy x
Donc:

limf(x) =0

x—0
f est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
Montrons que le prolongement est dérivable.

f est dérivable sur |0, 7] par inverse puis différence. Reste a étudier la dérivabilité en 0 en
étudiant le taux d’accroissement :

f@-fO) 1

X 24

Donc f est dérivableen O et :




1

f'(0) = ~2a

Montrons que f' est dérivable en 0. On

()

vx e |0,m]: f'(x) = —2”

2 sin? (%)
1 cos (%) 4 sin? (%) + x? cos (%)
I ¥ 4 sin? (%) - 4 x? sin? (%)

2
x x5 x?
—4 <7—E+o(x3)> + x? <1—§+0(x2)>
2 ein2 (X
4 x4 sin (2)

x?  x* x*
—4 <T —igt 0(x4)> +x? =5 +o(x")

4 x? sin? (%)

Donc:

. ! _ 1 g
lim f(x) = =52 = f'(0)

f" est donc continue en 0 et f de classe C; sur [0, 7]

2) Ona:

I fnldt r
0= — = —
2 2

Rappelons I'identité trigonométrique :

sin(a) — sin(b) = 2 cos (a ; b) sin (a ; b)

Ainsi, pour tout entier naturel n :




T Sin <(n +1+ %) t) —sin <(n + %) t)
1 = = o 2 sin (%) “

~ f"z cos ((2 n+2) %) sin (%)

dt
) 2 sin (5)
r sin((n+ 1) t)]"
=] cos((n+1)t dt:[ l=
Jeos(n ey = [FEEEEE
D’ou :
T

VneN: In=IO=E

3) Faisons une intégration par partie en posant :

1
u(t) = @(t), v'(t) =sin <(n + E) t)

1 1
u'(t) = ¢'(t), v(t) =— 7 Cos ((n + —) t>

2
n+7

Alors :
Vs

f o(t) sin ((n + %) t> dt

0

T i

== ‘P(t)l cos <<n+%) t) + 1 - J(p’(t) cos <(n+%) t) dt

= ! f(p’(t) cos ((n+%) t) dt

n+%0

Or ¢’ étant continue :
JK €]0,+o0[: Vte[0,m]: [p'(t)] <K

Ainsi :




@'(t) cos <<n + %) t)

1J.<p(t)cos<n+%) t> dt| < ! Of

1
n-+ 7 +2

S

Par comparaison, on en déduit :

r 1
lim f @(t) sin <(n + —) t) dt =0
n—+oo 2

0

4) Commencons par établir I'existence de I'intégrale impropre :

En +00, on a par intégration par partie :

X

fsin(t) dt = [— —cos(t)] fcos(t) dt

t

1

= cos(1) — %COS(X) + f co;sz(t) dt

1

Or:
cos(t)
t2 |~ ¢
Donc flx CO:(t) dt est absolument convergente. De plus hm —cos(X) = 0 donc

est convergente.

~1

En 0 il suffit de noter que Sir;(t)

dt

fX sm(t) dt

Pour déterminer la valeur de I'intégrale, appliquons le résultat du 3) avec @ (t) = f(t)

li [ - 1 ) (( + 1) t) dt 0
im ——— | sin||{n+= =
n-+o t . (t 2
0 2 sin (2)
D’ou on tire :
T Sin <(n + %) t> T Sin <(n + %) t>
lim dt = lim dt =1, =

n-+o t n—-+o . t
0 0 2 sin (7)



Faisons alors pour la premiere intégrale, le changement de variable :

—<+1)t d —<+1>dt
x—nz, x—nz

: 1 n+s|mw n+s|w
fsm((n;z) 3 N fz> e ﬂf(f) ) |
0

X x
0 1nt3 0
Tl+7
Par passage a la limite, on en déduit :
" sin(x)
sin(x T
j dx ==
X
0
Exercice 4
1) Ona:
4
a0=f1dt=4
0
4 4 14
t3 64 32
a1=]t(4—t)dt=J(4t—t2)dt= 2t ——| =32 ——=—
3_0 3 3
0 0
4 4 _
2 2 3 44 16 4 5]’
a,=|(t(4—10) dt=|(16t>—-8t3+t*)dt = T -2t 4o
0 - 0

0

_43<16 8+16>—43><8(2 1_|_2>_43><8_512
B 3 5/) 3 5/ 15 15

2) Posons:
f=t(A-1)

f est positive ou nulle sur [0,4] strictement croissante sur [0,2] et strictement décroissante
sur [2,4] et f(1) = f(3) = 3 donc:

ve e[1,3]: F(t) =3
Donc:

vt €[13]: f()" = 3"




Et :

4 3 3

an=f(t(4—t))ndt2f(t(4—t))ndt2f3”dt=3"+1

0 1 1

Or:

lim 3" = 4+
n—+oo

Par comparaison :

lim a, = +o0
n—-+oo

3) Sur[0,4]:0<f(t) < f(2) =4doncf(t)" <4™et:

4

4
an=j(t(4—t))ndtsj4”dt=4”+1
0

0
4) Soit0 < h<2.Sur[22+h]:f(t)=f(2+h)et:

2+h 2+h

4
anzf(t(él—t))ndtzf (f(2+h))”dt=f (C+h) 2-h)"dt
0 2 2

Soit :

2+h
anzf (4 — h®)" dt = h (4 — h2)™
2

Ainsi :

h(4—-h*)" < a, < 4"

Or, d’'une part, une série de terme générale cq™ x™ avec q >0 a pour rayon de
1 . . sy .
convergence m et d’autre part si deux suites U et V vérifient pour tout entier n: U, <V,

alors les rayons de convergence respectifs Ry et R, des séries associées vérifient : Ry < Ry

On déduit donc de I'encadrement précédent, un encadrement du rayon de convergence R
de la série de terme général a,, :

IA

=]

IA
Uy

AT
NN

I
=~

N




En faisant tendre h vers 0 on obtient :

AN

5) Etudions la convergence pour = i .

Premiere méthode : en minorant le terme général

Ona:

n 4 n
(1) _f t(4-1t) it
\g) = 4
0
Reprenons pour 0 < h < 2 la minoration obtenue précédemment :
a, = h (4 — h*)"

On en déduit :

1\" hz2\"
a(z) ==n(1-7

Donc pour tout entier naturel N :

N+1

S 250 () i (-0

n=0 n=0

Or la série qui est croissante converge soit vers une limite finie L soit vers +0c0. Supposons
alors par I'absurde qu’elle converge vers L. On aurait, en faisant tendre N vers I'infini pour
une valeur fixée de h:

S s

L=

En faisant maintenant tendre h vers 0 on obtient une absurdité.
Donc la série diverge.

Deuxiéme méthode : en utilisant les intégrales de Wallis

Mettons le polynd6me du second degré sous forme canonique :

t——t?=1—-(z-1

t(44_t)= 411 (; )2

Et faisons le changement de variable dans 'intégrale :




t _ dt
3~ 1 = sin(x), == cos(x) dx

Il vient :

(1 — sin? (x))n 2 cos(x)dx =2 (cosz(x))n cos(x) dx

Q
3
ey
e
N————
s
Il
|
N8~ |3
I
N[E~—— |3

2+1

=2 | (cos(x))

I
N[~ |3

D’ol en raison de la parité de cos(x)

an G)n = 4f(cos(x))2n+1dx
0

Nous reconnaissons une intégrale de Wallis et nous avons :

H 2n+1 \/E
Oj(cos(x)) dx~ﬁ
Donc:
1" 2w
n (Z) T Vn

- (g 2Vm - . 1\" .
Or la série de terme général T diverge dongc, la série de terme général a, (Z) diverge.

. - . 1\"
Voyons maintenant la série de terme général a, (— Z) . Nous allons montrer que son terme

général tend en valeur absolue vers 0 en décroissant car les termes de cette série sont

an+1®n —an Of ( f(t) " (%t))“) "

ff(t) @—1)01 <0

alternés.




. 1\ .. " b .
La suite a, (Z) est donc décroissante et positive. De plus, I'équivalent précédent montre

gue son terme général tend vers 0. On peut en déduire que la série de terme général

1 n
an (— Z) converge.

Ainsi :
D—[ 11
1 4’4

6) Présentons la encore deux méthodes pour établir la somme sous forme d’une

expression intégrale.

Premiere méthode : a partir des sommes partielles

On se place dans le cas non trivial x # 0. Posons pour x € D\{0} :

fn(x) = EN: a, x" = sz:(xt (4—t)"de
n=0 0

n=0

En notant que I'on a sur [0,4] :

xt(4—t) <1
Ona:
_ 41—(xt(4—t))N+1
fN(X)—OJ T—xt(—0) dt
B : 4(xt(4—t))N+1
_fl—xt(z}—t) dt = 1—xt(4—1t) dt
0 0
Or:
4(xt(4—t))N+1 e 4(t(4—t))N+1
1—xt(4—1t) dt=x fxt2—4xt+1

0

Et si € ]0,%[, xt? —4xt+1 estun trindme présentant un minimum en t = z—i =2 et ce

minimum est égal a ::

XX22—4xX2+1=1—-4x>0



Ainsi

xN+1

4
dt < L. f(t(4 D) " at =
T 1—-4x _1—4xaN+1
0

4 N+1
0< (xt(4—t))
) 1—-xt(4—-1t)

1 1 N+1
S1—4x (Z) N+

Etsi e ]—i, 0[ , le tableau de variation du trinéme g(t) = x t? — 4 x t + 1 présentant un

maximumen 2 montreque:Vt € [0,4] : g(t) =xt?—4xt+1>g(0) =1

Ainsi :

‘ (x t(4—- t))N+1 || N+1

4
N+1
N+1
< T~ xiG =D dt| < T f(t(4—t)) dt = [x|N* ayq, < (Z) ay+1
0 0

Doncsi x € [—i,O[U]O,ﬂ:

4 N+1

(xt(4-1))
li =
n—lglooj 1-xt(4-1t) dt =0
Ainsi :
+ 00 4
Iy e —
Gn X" = 1—xt(4—1t)
n=0 0

L’expression restant valable en 0.

Deuxiéme méthode : En utilisant la convergence normale

Pour x € ]—i,ﬂ posons : f,(t) = (x t(4-— t))n et considérons la série de fonctions de

terme général f,(t) qui converge simplement pour t € [0,4]. Montrons que cette
convergence est normale :

t(4-1t)
4

n
/@O =Ixt (4 -O" = [x|" |t (4 - O" = [4x[" < |4 x|

Or: |4 x| < 1 donc la série de terme général |4 x|™ converge et la série de terme général
fn(t) converge normalement pour t € [0,4]. Chaque f,(t) étant intégrable au sens de
Riemann sur [0,4], on peut donc intégrer la somme de la série terme a terme, soit :



4 400 +o0 4 +00

fZ(xt(LL—t))ndt:Zf(xt(zl—t))"dt:Eanxn

n=0g n=0

o 11
on en déduit pourx € ]_Z’Z[

+00 4
DICTE Iy (s S—
a, x" =
n 1—xt(4—1t)
n=0 0
1 . . L .
Pourx = — S on montre que I'expression reste valable par la méthode précédente

Calcul de l'intégrale : Mettons le dénominateur sous forme canonique :

4

4 4
[N S S Y S S
Jl-xt(*—t) x0t2—4t+% xo(t—2)2—4+%

distinguons alors deux cas :

1¢"cas: x € ]0,%[:

+ 0o 1 4
Za”xn:;f 5 dt
n=0 0 (t— 2)2 +< 1 x4‘ x)

Finalement :

NN




f—o_ 4x—1
x 0
) / 54 4x—1 oy 4x—1
X X
=ﬂ Ln —Ln
\ 5 _ 4x—-1 o 4x—1
X X
Finalement :
+00 2+ 4x—-1
X
Zanxnz—Ln
e~ X 5 4x—1
X
Exercice 5

Soit f une fonction dérivable sur R et non identiquement nulle telle que :
VxeR: f'(x) =f(1—x)
Alors f' est dérivable sur R (par composition) et :
VXER: f'(x)=—f'(1-x)=—f(1-(1-x)=—f()
Donc:
3(4,B)ER?: Vx ER : f(x) = Acos(x) + B sin(x)

Cherchons donc maintenant les solutions de cette forme qui répondent au probleme. Pour
une fonction de la forme précédenteon a :

Vx€ER :
£/(x) = —Asin(x) + B cos(x)
f(1—x) = Acos(1—x) + B sin(1 — x)
= A (cos(1) cos(x) + sin(1) sin(x)) + B (sin(1) cos(x) — cos(1) sin(x))

= (A cos(1) + B sin(l)) cos(x) + (—A sin(1) — B cos(1)) sin(x)



Cette fonction répond donc au probléme si et seulement si le couple (4, B) satisfait au
systéme :

{ A cos(1)+ Bsin(1) =B
A sin(1) — B cos(1) = —-A

{A cos(1)+ B (sin(1)—1) =0
A1 +sin(1))—B cos(1) =0

Or le déterminant de ce systeme en (4, B) est :
—co0s%(1) — (1 + sin(1)) (sin(1) — 1) = —cos?(1) + 1 —sin?(1) =0

Donc le systéme équivaut a une de ses équations, par exemple la seconde :

1+ sin(1)
#=4 (S )

Et les solutions du probleme initial sont les fonctions de la forme (incluant la fonction
identiquement nulle :

1 in(1
VxeER : f(x) =A (cos(x) + :i—lg()) sin(x)), A€ER
Notons que :
flx) = 00;4(1) (cos(x) cos(1) + sin(x) sin(1) + sin(x))

C (cos(x -1) + sin(x))

Et les solutions du probléme initial deviennent les fonctions de la forme :

VxeER : f(x)=C (cos(x -1) + sin(x)), CeER




