Corrigé sujet 2015

Exercice 1:
1) Soit u un endomorphisme cyclique de E.
Soit vy € E tel que (v, u(vy), u?(v)) soit une base de E, alors :
Im(w) = Vect(u(vp), u?(vy), u®(vy))
or (u(vy), u?(v,)) est libre donc :
dim(Im(u)) = 2

Montrons que la réciproque est fausse en prenant u = Idg. On a rg(u) = 3 et u non

cyclique.
2) Ona:
1 4 4 -5 7 4 —17
v=(0),Av=1),4%V=(1 -4 9|1 |=(-36
0 —4 —4 0 5 —4 —36
Donc:
4 -5 7
Det(V,AV,A?2V)=|1 -4 9|=-36—4%x36%0
-4 0 5

Donc (V,AV,A? V) est une base de E et u est cyclique.
3) Ona:

uW)=0V+1ulV) +0u?V)
u(u())=0V+0ulV) +1u?V)
u(u?(W)) =aV+bul) +cu(V)

La matrice de u dans S(u, V) est donc :

0 0 a
B={1 0 b
0 1 ¢

C’est une matrice compagnon dont le polynéme caractéristique est :

-X 0 a
Ps(X)=1 -—-X b
0 1 c¢c—X




=X |_1X c—bX|_1 |2 cilX|
= —X(X(c-X)=-b)+a
=—X3+cX*+bX+a

Or deux matrices semblables ayant méme polyndme caractéristique, on en déduit que la
matrice B est indépendante du choix de I/.

4) Soit A une valeur propre d’un endomorphisme cyclique u, alors :

Décrivons un vecteur W de [E par ses coordonnées (x, y, z) dans une base S(u, V). Alors

-1 0 a X 0

WeE; © 1 -2 b <y>= 0

0 1 c—A \z 0
—Ax+az=0
(:){x—/ly+b2=0

y+(c—-1)z=0

(—2(A(A—=c¢c) —b)+a)z=0
S x=Ay—bz
y=@A=-0)z

x=0 ou x=@AA-c)—b)z
y=0 y=@A-0)z

{z=0 (~-2(A(A=c) —=b)+a) =0
=
Ainsi :
Ea=W=z(Q@Q-c)-b)V+@A-c)ulV)+u?(V)),z € R}
=Vect[A(A—c) = b))V + (A —c)ulV) +u2(V)]
Le vecteur générateur de [, est non nul donc :
dim(E,) = 1

Soit un endomorphisme cyclique u. Montrons que I'on a :

u diagonalisable & u a 3 valeurs propres distinctes

(:>) Supposons u diagonalisable alors [E est somme directe de ses sous espaces propres :

E= [El1 (‘B IE/12 (‘D IEAp



et chaque sous espace propre a pour dimension 1 donc :
dim(E) = dim(]E;Ll) + dim(]E,lz) + -+ dim (]Ezp)
Soit :
3=p
u a donc 3 valeurs propres distinctes.

((:) Supposons u a 3 valeurs propres distinctes alors, puisque dim(E) = 3, u est

diagonalisable

Exercice 2

1) Commencons par la définition de I'intégrande en posant :

1
Ja-0d+xt)

six>0,onapourtoutt €[0,1[: 1 —t > 0,1+ xt > 0donc g(x,t) est définie

g(x,t) =

six <0, g(x,t) est définie pour tout t € [0,1] si et seulement si :
vt €[01[: 1+xt>0

oVt elol]: xt>-1

1
o Vvt €[01] : t<—;

1
S ——21
X
o —x<1
eox=>-1

Donc g(x, t) est définie pour tout t € [0,1] si et seulementsix € [—1, +oo[
Etudions maintenant la convergence de I'intégrale impropre en 1.

Pourx € |—1,4o[onaent =1:

1 1 1
Ja-0@+xt) Vi-t Vv1+x




L'intégrale est donc convergente en 1.

Pourx =—1onaent=1:

1 N 1
Ja-o@+xt) 1-t

L'intégrale est donc divergente en 1.

f est donc définie sur |—1, +oo[

2) Soit—1<x <yalors:

f(x)—f()=f1 = ()

g JVT-t Wi+xt (J1+yt
_f 1 <\/1+yt—\/1+xt>dt
_0\/1—t Vitxtl+yt

_f 1 ( 1+yt)—(1+xt) >dt
_0\/1—1: VitxtJ1+yt(J1+yt+vVI+xt)

1
1 t
=(y— d
b X)ij/l—t<\/1+xt\/1+yt(\/1+yt+\/1+xt)> ‘

Posons :

1 t
h(x,t) = < )
Vi—t \Vi+xt 1+yt(J1+yt+vV1+x¢)
h(x,t) est une fonction continue de la variable t et strictement positive sur 'intervalle [0; %]

Donc:

1

1 2
fh(x,t) dt th(x,t) dt >0
0 0

Or:y—x>0donc:

fG)=f)>0

Ainsi f est strictement décroissante sur |—1, +oo[



3) limiteen-1

posonsx = —1+ hpourh > 0:

2 1
-1+ h) = d
[+ R 0\/(1—t)(1—t+ht) ‘

=.f > ! dth 12 dt
0\/(1—t) + ht(1-1t) s A =02+h

Faisons un changement de variable :

1—-t=u, dt = —du

Alors :
1
f ! dt = f# du
O,/(1—t)2+h 0\/uz+h
= [Ln |u +Vu? + h”(l) =ILn(1+ m) - Ln(\/ﬁ)
Or:

Jim Ln(1+V1+ h) - Ln(Vh) = +oo
On en déduit par comparaison :
P}Lrgl+f(—1 + h) = o

limiteen +o :0na:

1 1

0Sf(x)<f (1—t)xt f (1—t)t

o
L'intégrale majorante étant définiecarenOon a:
1

1
Ja-Dt Vi

Le théoréme des gendarmes montre alors que :
lim f(x)=0
X—>+00

4) Ona:



1—

o~

f(0)=f ! dt = [-2VI—t], =2

1
fQ) = J.\/% dt = [sin™1(t) 1§ = sin™(1) — sin™1(0) =%
0

5) Onpose:

1+xt

Alors :

_1+xt
Co1—t

2

u

u(1—-t)=1+xt
uw?—ult=1+xt

_u2—1 x+1

T ul+x u?+x

2u(x+1)
dt = ————
(u? + x)?

B F 1 1—t 4
f(x)_of1—t 1+4+xt t

(o]

+
_J‘ u?+x12u(x+1)
B x+1 u (u?+x)?

Ainsi :

1

+00
1
= 2[ > du
us+x
1
Distinguons 3 cas :
lercas:x >0:
+ 00
fw=2[ ——a
x) = — = du
! wtt (V)



2emecas:x =0:

3emecas:—1<x<0:

+00

f(x)=2f ;Zdu
1 u? — (Vc:;)

u++vV—x

u—v—x

+00

|

1
ZZlZ\/—_an
_1, <1+\/—_x>
V= \1—v=

Exercice 3 :

1) SoitA > 0alors:

No
dn, € N: ZanR”>A

n=0
Or:
No
vx € [0,R[:S(x) ZZanx”
n=0
Et :
no No
lim anxn=ZanR">A
X—-R™
n=0 n=0

Donc:



No

da€]0;+o[: Vx € |[R—a,R][: S(x)ZZanx">A

n=0
On en déduit :
lim S(x) = 4o
X—>R™

2) Ona:

Vx € ]=11[ : f/(x) = —(1-x%)2

1
Ny

+oo (_%) (_%— 1) ...(—%—”) (—x?

n!

)n

+o0
-1)"1 x3..2n—-1

NV D @r=1 _nen
n! 2"

n=0

+00

Zl (2n)! an
= — x
n2" X2 x4x..x(2n)

n=0

+00

(2n)!

2n
227 (n)2
=0

n
3) On déduit par intégration pour tout x de |—1,1[

+00

2n)! «x
f(x)=;22n(n!)2 2n+1

2n+1

4) Le terme général b,, du développement en série entiére de f(x) sur ]—1,1[ est
défini par:

bZn == O
(2n)! 1
bant1 = oz X Tnt 1

Cette série entiére est convergente sur |—1,1[ donc son rayon de convergence R vérifie :
R>1
Or pour x > 1, considérons la série de terme général c,, défini par :

(2 n) | XZ n+1

‘T2 2n+1




Ona:

cn+1:b2n+3:(2n+2)(2n+1)(2n+1)x2 8n3 x? X

~ ~X
Chn  byniq 4(n+1)2(2n+3) 8 n3
Donc:
c
lim =2 =x2>1
n—-+oo Cn

La regle de D’Alembert montre alors que la série de terme général ¢,, diverge et donc:
D’ou :

Considérons alors la série entiére de terme général u, (x) défini par :
up(x) =b, x"

Le rayon de convergence de cette série est R = 1. Les termes b, sont positifs ou nuls.
Supposons alors par I'absurde que la série de terme général u,(1) diverge alors on
aurait d’apres 1) :

2n+1

y i @2n)! x ~
s 022”(n!)22n+1_
n=

+ oo

Donc:
lim f(x) = +o
x—-1"
Soit :
lim sin™!(x) = +o
x—-1"
Ce qui est absurde.

Donc la série de terme général u, (1) = b,, converge. Or sur [—1,1] ona:

2n)! x2ntt 2n)! 1 _
22n(m)2 2n+ 1|~ 22" ()2 2n+1 "

La série entiére de terme général u, (x) est donc normalement convergente sur [—1,1] donc
sa somme S(x) est continue sur [—1,1]. On en déduit :

S = lim S@) = lim £() = £()



S-D = lim SG) = lm 0= f(-1)

Ainsi :

Vxe[-11]: f(x) = S(x) = 2 b, x"

Exercice 4 :

1) Ona pourtout (P,P',Q,a) EE? X R:

o(P+a P, Q) = f(P +a P Q) dt

- ]P(t)Q(t) dt + a jP’(t) 0(t) dt

=P, Q) +aeP,Q)

D’autre part :

@(P,Q) = ¢(Q,P)

Donc:

9(Q,P+aP')=¢(Q,P)+aep(Q,P)

@ est donc une forme bilinéaire symétrique.

Montrons qu’elle est définie positive :
1
p(P,P) =0 sz(t) dt =0
“1

oVvte[-1,1]:P?(t) =0
oVte[-1,1]: P(t) =0
S P=0

Donc ¢ est définie.

o(P,P) =0



Donc ¢ est positive et finalement un produit scalaire sur [E

2) Appliquons le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la base canonique
(1,X,X%,X3) de E:

P0:1
X, P
p, = _‘P( 0) P,
@ (P, Py)
Ou:
1
o(X,Py) = ft dt =0
-1
Donc:
P1=X
PZZXZ—(p(XZ’PO) 0_(p(X2:P1) 3
@ (Py, Py) @(Py, Py)
Oou:
1
@ (Po, P) = jl dt =2
-1
1
2
@ (X2, Py) = jtz dt =~
-1
1
p(X? P) = ft3 dt=0
-1
Donc:

1
P, =X2—=
2 3

‘P(X3,P0) (P(XB'Pl) (p(XS'PZ)

Py =X3 - 0 " 75 11~ —F75 5 12
@ (Po, Py) @(Py, Py) @ (P, P,)

Ou:




1

2
@(Py,Py) = ftz dt:g

-1
1

p(X3,Py) = ft3 dt =0
-1
1

3 4 2
-1

g 1
p(X3,pP) = ft3 (tz —5) dt =0

-1

Donc:
P, = X3 3X
3T 5
3) Ona:
P—X(X2 3)—X X 3 X+ 3
3 B 5 5
On adonc:

4) Posons:P=aX?+pBX+yalors:

1 1 1 1
2
fP(t)dtzaftzdt+ﬁ tdt+yftdt=§a+2y
-1 -1 -1 -1

Et :

3 3 3 3
AP(a)+BPMD)+CP(c)=A ga—\/;ﬁ+y +By+C §a+\/;ﬁ+y

Ainsi :




1
v P € R,[X] fp(t) dt = A P(a) + B P(b) + C P(c)

-1

o
I

o)
Il
NelleclNe) &) BVCY I3;

,7
Sy
I

Donc:

v P € R,[X]: fp(t) dt=%P<—\/§>+§P(O)+%P ﬁ)

5) Soit P € Rs[X] alors par division euclidienne :

31(Q,R) € (Rs[X])?: P=QP;+R

Avec :
d°(R) < d°(P;) = 3
Donc:
R € R,[X]
Or:
(d°(P) = d°(R) et Q = 0) ou d°(P) = d°(Q) + d°(P3)
Donc:

d°(Q) <2

Et :



Q € R,[X]
On a alors

1 1

1
fP(t) dt = _fl Q(t) P;(t) dt + fR(t) dt

-1 -1

=0+gR(a)+§R(b)+gR(c)

5 8 5
= 6 P(a) +§ P(b) +§ P(C)
Exercice 5

1) Posons:

{x =71 cos(0)
y = r sin(0)

Alors :

fOo,y) =(*4+y2)?—-2x%y* —4xy

=7r* - 271r*cos?(0) sin*(0) — 4 r%cos(0) sin(0)
1
=t (1-55im?(26) ) = 217 sin(2 0)

Or:

N =

1
> sin?(260) <

1'229> 1
2sm( ) = 5

1 ! n?(2 80 >1
—Esm( )_E

1 1
r* (1 —Esinz(z 9) ) > > r*

Et:
2r2sin(20) <27r?

—271?%sin(260) > -2 1r?

Donc:



1
flx,y) ZE rt—27r?
D’autre part :

r =Gyl

On en déduit par comparaison :

lim  f(x,y) =4

1) llz>+00
2) Onnoteque f(0,0) =0.0rpourA=1: AR>0:|[(x, )|, >R=> f(x,y) >1
Soit D la boule fermée pour la norme précédente de centre (0,0) et de rayon R. D est un

compact de R? et f est continue sur D. Donc f admet un minimum sur D qu’elle atteinten
au moins un point (x, y,). Or (0,0) € D donc:

f(x0,y0) < f(0,0) =0
De plus :
vV (x,y) € RA\D: f(x,y) > 1> f(xo,¥0)

f admet donc un minimum global en (x,, y,). En ce point la différentielle est nulle donc les
dérivées partielles sont solutions du systeme :

of
-0
Jax
d
5 -0
dy
{4x3—4y=0
4y3—4x=0
3
y=Xx
=
{xzx9
@{x=0 {x=1 {x=—1
y:()ouyzlou y=—-1

f admet donc 3 points stationnaires : A(0,0), B(1,1),C(—1,—1).Or:
f@1) =f(-1,-1)=-2<f(0,0)
Le minimum de f est donc —2 et il est atteinten (1,1) eten (—1,—1)
3) SurD = [—1,1]? g a pour minimum —2 et atteint en (1,1) eten (=1, —1).

g étant continue sur D qui est compact, elle y admet un maximum qu’elle atteint. Orona:



g(-1,1) =6> f(0,0)=0

Donc le maximum ne peut étre atteint en un point intérieur de D sinon les dérivées
partielles devraient y étre nulles toutes deux. Le maximum est donc atteint sur la frontiere
constituée de 4 segments.

1* segment:x =1,-1<y<1:
g(Ly)=1+y*—4y=nh()
W) =4y’ -4=40°-1
donc
vye[-11[: h'(y) <0
Donc h est strictement décroissante sur [—1,1] et donc atteint son maximum en —1 qui est :
h(—=1) =6

2emesegment:x =—1,-1<y<1:

g,y)=1+y*+4y=k()
Une étude analogue au cas précédent montre que k atteint son maximum en 1 qui est :
k(1) =6

On peut alors noter pour les deux autres segments qu’ils sont les symétriques des
précédents par rapport a la bissectrice intérieure y = x et que l'ona f(x,y) = f(y, x).

On en déduit que g a pour minimum 6 qu’elle atteint en (—1,1) et (1, —1)



