Corrigé sujet 2012
Exercice 2 :

1)
a) f(x,t) est continue en tant que fonction de deux variables sur R X [0; g] donc g(x)

est continue sur R
De plus, fadmet sur R X [0; g] une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable :

0 .
o (x,t) = sin(t) e*sint®
0x

qui est continue sur le méme domaine donc g est de classe C; sur Ret:

T
2

b4
2
: af _ ,
g (X) = fa (X, t) dt = f sm(t) exsmt(t) dt
0

0

Posons :
h(x,t) = sin(t) e* snt®

Pour x réel fixé, h(x,t) en tant que fonction de t est continue, positive ou nulle et non

identiquement nulle sur [0; %] donc son intégrale sur [O; g] est strictement positive, d’ou :
g'(x)>0

g est donc strictement croissante sur R.

b)

. . 1 .
La fonction sin(t) est concave sur [0; E]’ sa courbe est donc comprise entre sa tangente en

0 et sa corde entre les points d’abscisse 0 et g Or la tangente a pour équation :
y = sin'(0)t + sin(0)

Soit :

et la corde a pour coefficient directeur :



donc pour équation
7 s
Il en résulte sur [0; 5] :

c)

Soitx < Oalors —x > 0doncVtE€E [O;%] :

2
- oxt< —xsin(t) < —xt

soit :
] 2
xt stm(t)S;xt
donc:
, 2
exsm(t) < eﬁxt
T T
2 2 T
fe“i”(t)dt<fe%”dt= [Le%“]z
- 2x 0
0 0
Soit :
0<g() <5 (e*—1)
<glx)<— (e*—
g 2x
Or:

T
lim — (e*—1)=0
x—>-0 2 X

D’aprés le théoreme des gendarmes :

lim g(x)=0

X—>—00

Soitx > 0alorsVte [O;g] :



2
—xt<xsin(t) <xt
T

donc:
2 .
eﬁxt < e* sin(t)
T T
2 2
f xtdt <f xsm(t)dt
0 0
D’ou :
T *—1
7 ()=
De plus:
T (ex — ) (%)
2 x2 X
Or:

Y m e*¥—1 _ i moe*—1y
Jim 2= () = Jim o () = 4o

D’aprés le théoreme de comparaison pour la limite :

lim g(x) = lim M =+

X—+00 xX—>+00o X

d) Déja fait
e) Nous avons vu que g est strictement croissante sur R. Il est a noter pour les mémes
raisons invoquées au 1) que g est deux fois dérivable sur R et :

n
2

s
2

g (x) = fa—f (x,t) dt = fsinz(t) eXxsint(t) g¢ > 0
0 0

g est donc convexe. Latangente en 0 a pour équation :

y=9'(0)x+ g(0)

avec :




g'(0)=1

g(0) =5

d’ou:
y=x+5

2)

a)

Par une récurrence triviale, il est facile de montrer que g est dérivable sur R a tout ordre et
que:

n
2

g™ (x) = j sin™(t) e*sin® gt
0

Ainsi sur tout intervalle de la forme |—o0; a|

T
2

g™ )| < flsin”(t)l e*singr < g(x) < g(a)
0

g est donc somme de sa série de Taylor soit :

-3 L0 SRR S,

n=0

Autre méthode sans utiliser le fait que g est dérivable sur R a tout ordre :

Posons pour x réel fixé :
N
(x sin(t))n
on(®) = )
n=0

Cette suite de fonctions tend simplement sur [O; g] vers la fonction :
q)(t) =¥ sin(t)

Or sur [O;g] :

lp(6) — pn(D)] < Z lxsin@®F _ Z x|

n! n!




La convergence est donc uniforme sur [0; g] On en déduit :

s s
2 2
Jim f pn(t) dt = f @(t) dt
0 0
Soit :
T
N 2
_ (x sm(t))
Jim > | dt = g
n=0o
d’ou:
400 % . nd
)= Z JZ (sin(D)) tx”
n!
b)

g étant dérivable a tout ordre est C,, donc en particulier de classe C,. Et sur R :

xg"(x)+g'(x) —x gx)

T
2

sin?(t) e*sint® gt 4 J sin(t) e*sint® g — x
0

X

o — iy

T
2

T
2

=x ](Slnz(t) eXsint®) g¢ 4 J sin(t) eX sint(t) gt
0 0

T
2

=-Xx

o — iy

0

n
2

Il
|
o — iy

0

T T
2 2

e* sint(t) dt

o — iy

cos?(t) exsint®) g 4 J sin(t) eXsint® g¢

cos(t) (x cos(t) e*sint®) dt + f sin(t) e*smt® g

s
= — | [cos(t) exSi"t(t)]g + f sin(t) e*sint® ge | 4+ J sin(t) e*sint(®) gt

0 0



Donc g est solution sur R de :

xy"+y' —xy=1

¢) OnasurR:
+OOI
— n .n
g(x)_zm x
n=0

N Y
g"(x) = Z ((T;_ DI X" Z (n— 2)1

Or:
xg"(x)+g'(x)—xglx)=1
Donc:
+ o0 ] + 0o I + o0 ]
n n-2 n n-1 n . n
—_ n =1
xZ(n—Z)!x +Z(n—1)!x "Zn!x
n=2 n=1 n=0
+00 I +00 I +ooI
n n—-1 n n—-1 n . n+1 _
_m _n _ n =1
2@1_2)!" +Z(n—1)!x Zn!x
n=2 n=1 n=
+00
Inta 7 Z Lniq _Z
—_— + =1
—~ (n— NI (n— 1)'
On en déduit :

Et pouttout n = 2:



L S e

=Dl T =D

Soit :

Nlpyy + i =n I

Iny1 = — In_q

A noter que cette formule reste valable pour n = 1. Elle définit les termes de rang pair et
ceux de rang impair sachant :

—
<)

Il

o —— i
QU
~
Il
N |

d)

Reprenant la démarche précédente, les solutions DSE sont les solutions dont les coefficients
notés a,, vérifient en posant :

/
Les relations
I'y=1
et pourn=>1:
n

I'npr = — I'n_q

La suite (I',) vérifie donc la méme relation de récurrence que la suite (I,) et comme
I'y = I; =1, les termes de rang impair des deux suites sont les mémes et pour ceux de rang
impair, en notant que :

sont définis par :

les solutions DSE sont donc les fonctions de la forme :




+00 +o

Lpya 2 I,
h — _epTr 2p+1 (_ I ) p 2p
() 2Zp+ D1 Tz o . 2p)! "
n=

ou I’y est un réel arbitraire, donc de la forme :

+ oo I
h(x) = g(x) + kz (22;)! x?P
n=0

ol k est un réel arbitraire
3) Sur]—o;1] ona:
xt < xsin(t)
donc:

e* t < eX sin(t)

14
2

extdt < j exsin(t)dt
0

o — iy

Soit poura < 1

Oren —oo:
Ex
ez” —1
X
donc
1 @
_ ez” —1
lim | ——— dx =+
a—-—oo X

d’ou par comparaison :




1

lim | g(x)dx =+
a——oo
a

Donc g n’est pas intégrable sur | —oo; 0]

Exercice 3 :

4) L’équation se met sous forme

2 2
X
=1
a? b?
avec:a=>»>b
Il s’agit d’'une hyperbole équilatére d’asymptotes les droites d’équationy = x ety = —x

Le tracé s’obtient en étudiant sur [a; +o[ la courbe :

y= [x2 — q2
et en effectuant les symétries de centre O et d’axe (0, y)

L’allure de la courbe est la suivante :



5)
a) Tout point M(x,y) de I'hyperbole peut étre décrit par un jeu de coordonnées (p, 8)
(non nécessairement polaires, car p peut étre choisi négatif) tels que :

{x = p cos(0)
y = p sin(6)
avec:
p ER, 0 eR
Onaalors:

M(p,8) € (C) © p? cos?(0) — p? sin?(0) = a?

& p? (cos?(8) — sin?(0)) = a?
& p?cos(20) = a?
a2
p? =
= cos(26)
cos(260) >0




A ce stade, si on se limite a un jeu de coordonnées polaires, pour lesquelles p = 0 le systeme
ci-dessus équivaut au suivant :

a
o P= \Jcos(26)

T s
3k€Z=9€]—Z+kTC;Z +k71'[

Une équation polaire de (C) est donc :

p =f(6)
avec:
£6) = —2
v cos(20)
et:

Notons alors que l'ona:

f0+2m) = f(6)
ce qui traduit :

M(p,6) € (C) = M(p,6 +27) € (C)

On peut donc se limiter a I’étude de la courbe sur un intervalle de longueur 2
fO+ m)=f£(6)
ce qui traduit :

M(p,0) € (C)= M(p,0 +m) € (C)

a savoir la symétrie de la courbe par rapport a O. Il suffit donc d’étudier la courbe sur un
intervalle de longueur m, par exemple :




Mais on a également :
f(=6) = f(6)
ce qui traduit :

a savoir la symétrie de la courbe par rapport a I'axe (0, x). Il suffit donc d’étudier la courbe
sur un l'intervalle :

[o:3

La portion de courbe (C;) représentée est alors celle contenue dans le domaine x > 0 et
y=0

b)

Considérons pour la portion de courbe (C;) un paramétrage cartésien par I'abscisse :

x=t
{y: /tZ_aZ

avec: t € [a;+oo[



Un vecteur tangent au point M de parametre t est alors dans la base du repeére :

1
1/t2 — aZ
Il est colinéaire a :

o ()

t

Le projeté orthogonal N de O sur (M, 7) est alors donné par la relation :

—_—
—_— MO'W_)

=5 W
llw ||
Soit :
., _—, OM-w
ON =0M = W
W
Or:

Les coordonnées cartésiennes de N sont donc :



T 2t2—q?
—— 2tVt*—a? a’Vt? —a?
LyN: toat- 2t%2—aqa? - 2t%2—aqa?
On en déduit :
. a? a’®
— R P 2 g2 —
PN—HON”_th_az t+1°—a 212 — g2
Posons : By = (T, W) alors :
[ X a’t 2t2—q? t
R T T T
a’Vt2 —a? 2 t2 —q? t2 —q?
Lsm(eN) = = - = h(t)
o 20-a @ e
Ainsi :
tZ — aZ
tan(By) = — .
Soit :
t tan(By) = —/t? — a?
t? tan?(Oy) = t? — a?
2
L —
1 — tan?(6y)
212 g2 = 2 a? e 1+ tan?(6y) _ 2 cos?(0y) + sin?(0y)
1 — tan?(6y) 1 — tan?(6y) cos?(0y) — sin?(0y)
a2
- cos(2 6y)
donc:

2

PN = —C; = a+/cos(20y)
\Jcos(20y)

Etudions maintenant g(t) et h(t) afin de déterminer le domaine décrit par 8y



g) =

2t? —a?
L4t
gl(t)z 2v2t2—a2=_ aZ <
2t2—aq? (2t2 —a) V2 t2 — a?
Donc g est strictement décroissante. De plus :
g(a)=1
li t) = !
t—lfl-noog( - ﬁ
Donc
(la; +ooD) = | 1]
a;+oof ) = |—=;
7 V2
t2 _ a2 t2 _ a2
h(t) = —————== —
V2t —a? 2t* —a?
h a les variations opposées a
2 — g2
k(t) = 17— o2
et:
2t(2t*—a*)—4t(t*—a? 2a%t
e < B¢ )—4t(?—a?) _ N
(2 t2 — a2)2 (2 t2 — a2)2

donc k est strictement croissante et h strictement décroissante. De plus :

h(a) =0
lim h(t) = L
t—1>r-lpoo - \/E

Donc

h(la; +oo[ ) = ]—%;o]

0

0



Donc, quand le parameétre t décrit [a; +oo[ 8y décrit (a une translation de 2 1) preés
continument l'intervalle :

o

Finalement, la portion de courbe associée a (C,) peut étre décrite par I'équation polaire:
T
p=a+/cos(20) ,0 € ]_Z;O]

En notant que la fonction de 6 ci-dessus est invariante par changement de 8 en -0 et en
6 + m, on peut décrire I'ensemble de la courbe D par I’équation polaire :

=a-/cos(20) BEU]—E+kn'E+kn[
. , KEZ 4 4

Etudions cette courbe sur ]—%; 0] :
—2sin(2 60

p' ne s’annulant qu’en O, p est strictement croissante.
Posons :

U(0) = cos(0) T+ sin(0)

() = —sin(0) T+ cos(8) ]
La tangente au point N a pour vecteur directeur :

T(0) = p'u(6) +p B(6)
SoitenO:
T(0)=a 5(0) =aj

En —% la courbe est prolongeable du point O par continuité. Le prolongement présente un
point stationnaire en (p’' = p = 0). La tangente en ce point a pour vecteur directeur

U (— %) C’est donc la droite d’équation y = —x

Pour obtenir la courbe compléte, on procéde a une symétrie de centre O et une symétrie
d’axe (0, x)




6)

Soit M un point de D de coordonnées polaires (p, 8) alors :

MA? = (p cos(8) —b)? + (p sin(@))z = p? —2pbcos(8) + b?

MB? = p%? + 2 p b cos(0) + b?
MA? x MB? = (p? + b2 — 2 p b cos(8)) (p? + b? + 2 p b cos(6))
= (p? + b?)? — 4 p?b? cos?(H)
= p*+ 2 p?b% + b* — 4 p?b? cos?(0)
= p*+2p?b? + b* — 2 p?b?( 1 + cos(26))
= p*+ b* — 2 p%b?cos(20)
= p? (p? — 2 b%cos(26)) + b*

Ainsi, une condition suffisante pour que MA X MB ne dépende pas de 8 est :
p? =2 b%cos(20)

et elle est obtenue en prenant :

Onadonc:



2

a
MEZD=>MA><M3=7

Réciproquement : Soit les points :
et M un point tel que :

alors d’apres ce qui précede :

4
a
MA? x MB? = p? (p? — a%cos(20)) + =

Donc:
p? (p? — a’cos(20)) + %4 = %4
p? (p? — a?cos(20)) =0
p? =0 ou p? —a’cos(20) =0
p =0 ou p=ayfcos(26)
Ainsi :

2
a
MAXMB=7=> MEeD

D’ou, en désignant par P le plan de la courbe :

D

a2
{MEiP: MAXMB=7}

Exercice 5 :

1)
a) Sif admet une limite L en (0,0) alors en particulier, on a:

L =lim f(x,0)
x—0

Orsix #0:




f(x,0)=x

donc L ne peut étre que 0. Montrons maintenant que f a bien pour limite 0 quand (x,y)
tend vers (0,0) en cherchant une majoration du type :

If e, ) < K [l
ol Kest une constante et ||(x, y)|| une norme quelconque sur R?

Notons ainsi que pour (x,y) € R?\{(0,0)}ona:

2 2

y
x|+
x| x? +

|xI® + |y®
< =
VS x2+y2  x2+y?

52 Iyl < lx[ + Iyl =[x, M4

Donc:
Poure > 0,en prenanta = eona:

v (xy) € RA\{(0,0)} : Il <a= If(y)l<e

Cela se traduit géométriquement, rappelons le par le fait, que |f(x,y)| est strictement
inférieure a € sur une boule ouverte de rayon € associée a la norme 1 qui n’est autre que le
carré de demi diagonale € de la figure ci-dessous.

(0,0

et ainsi :

lim x,y)=0
(x.y)—>(0.0)f( y)

On peut donc prolonger f par continuité en posant :




£(0,0)=0

b)  Voyonssi f admet des dérivées partielles en (0,0)

Pourx # 0ety #0Oona:
f(X,O)_f(O,O)_x3 -1

X x3
y y3

Donc f admet des dérivées partielles qui sont :

(Y 00y =1
7
(5,00 = -1

Posons :

I1Ce, 2 = Vx? +y?

et pour (x,y) # (0,0) :

ey - 00 - 00 x-Lony
«Coy) = TeXo]

x3 —y3 1
iy YY) o
xXeTy Jxe+y

_ <x3 -y = (x*+yH)(x —y)> 1

x? + y? [x2 ¥ y2

y x* —x y?

3
(x? +y?)2
Si on se donne une courbe de la forme x = t y par exemple avect = 2,0n a
4y>—2y® 2

2y y) = 3= 3
(4y?+y?)z 52

Donc:
lime(2y,y) #0
y—-0



Ainsi

lim e(x,y)#0
(x,)—(0,0) (x,7)

f n’est donc pas différentiable en (0,0). f est donc de classe C; sur R#\{(0,0)}

2)
a) Onapourx #0

f(x,0) =x
Ainsi :
xl_i)rpoof(x, 0) =+
Jim_£(x,0) =~
et la fonction f(x, 0) si on inclut x =0 décrit donc par continuité R.

f n’a donc ni maximum ni minimum absolu sur R? et 'image de R? est R

b)
Notons tout d’abord que I'on a :
fy)=0e x*=y°
©x=y
flx,y) >0 x3 >3
S x>y

f.x) ==f(xy)

Ces remarques permettent d’affirmer que la nappe d’équation z = f(x, y) est symétrique
par rapport a la droite d’équation x = y,z = 0. Notons alors :

D, ={(x,y) ER*:x >y}
D_={(x,y) ERZ:x <y}
Do ={(x,y) ER*:x =y}

Si K est alors un sous-ensemble compact de RZsymétrique par rapport a D,, on aura :




f admet un maximum et un minimum sur K et le maximum de f n’est atteint que sur
K ND, etle minimum sur X N D_. De plus :

Mingns_(f) = —Maxynp, D)

Reste a savoir si le maximum ou le minimum peut étre atteint en un point intérieur a X en
étudiant les points stationnaires. Pour cela on résout pour M # O le systéeme :

(%L my =0
o
Or:
of C3x2 (P +y?) - 2x(x° —y®)
ax )= &y

_x (P +3xy*+2y°%)
- (x2 + y2)2

De méme par échange de x et de y et inversion de signe

of =y (P +3yx®+2x°)
dy - (x2 +y?)?

Ainsi le systéme précédent équivaut a

{x(x3+3xy2+2y3)=0
y(3+3yx2+2x3)=0

Notons que x = 0 ou y = 0 ne conduit a aucune solution, donc le systeme équivaut a:

{x3+3xy2+2y3=0
y3+3yx2+2x3=0

Or la différence des deux équations donne :
x3—y3+3xy2—-3yx?+2y3-2x3=0
- -y)-3xyx-y)=0
Sx-E*P+xy+yH)+3xy(x—y)=0
ek-—yYE*+4xy+y?) =0

Sx=youx*+4xy+y?=0



ex=you (x+2y)2=-3y2=0
Sx =y ou x+2y=\/§y oux+2y=—\/§y

ox=y 0ux=(—2+\/§)y 0ux=(—2—\/§)yy

Or x = y reporté dans le systeme précédent conduita x = y = 0 donc aucune solution.
Voyons pour les deux autres cas tous deux définis par :

x=(-2+¢eV3)y
Avece =1ou—1
Reportant dans la premiére équation du systéme on obtient :
(~2+eV3) y3+3(—2+2v3) y3+2 y3 =0
Soit, compte tenudey # 0 :

(~2+&V3)’ ((—2+ex/§) +3)+2 =0
(7-4ev3)(1+ev3)+2=0
7-12+7eV3—-4eV3+2=0

4-3evV3=0
ce qui est absurde car ce dernier nombre est un irrationnel.

f n’admet donc aucun point stationnaire donc ni maximum ni minimum local ou global.

La restriction g de f au disque A de centre (0,0) et de rayon 1 atteint donc son maximum
et son minimum sur le cercle C, de centre (0,0) et de rayon 1 et plus précisément le
maximum sur Cy N D, et le minimum sur C, N D_



OrsurCoNn®,ona:

donc

x| <1, Iyl<1

etsi|x] <lou |y| <1 alors
fy)=x>=y> <IxP+yP <Ix*+1yI> =1
Or:
f(0)=f(0-1)=1

donc g admet sur A un maximum égal a 1 atteint en (1,0) et (0, —1) et par symétrie un
minimum égal a —1 atteint en (0,1) et (—1,0)

c)

La restriction h de f au carré B = [—1,1]? atteint donc son maximum et son minimum sur la
frontiere B, de ce carré et plus précisément le maximum sur B, N D, et le minimum sur
BoND_



y=x
(-1,1) (0,1) ’
D,
(=1,0 (0,0 (1,0)
(0,—1) (1,-1)
OrsurBoNn®,ona:
siy# 0et |y| <1alors
1-y° 14|y 1+y?
fLy) = =1

< =
1+y27 1+y% 1+y?
six #0et |x| <1alors

x3—-1 |x|®+1 x*+1
< < =
x2+17 x24+1 x2+4+1

f(x,0) =
Or:

donc h admet sur B un maximum égal a 1 atteinten (1,0), (0,—1) et (1,—1) et par
symétrie un minimum égal a —1 atteint en (0,1) et (—1,0) et (—1,1)



