Corrigé sujet 2014

Exercice 1:
1) Ona:
V(X,Y,a) EE? X C:
PuX+YV)=AX+Y)=AX+AY = (X)) + pu(Y)
palaX) =A(aX) =ap X)
donc ¢4 est linéaire et donc un endomorphisme du C —espace [E

2) La condition nécessaire et suffisante pour que ¢4 soit inversible est que son noyau
soit réduit au vecteur nul. Or, en désignant par O la matrice nulle de E :

(pA(X) =01EC> AX = OIE
Donc:

Si Ainversible : 9, (X) = 0 A 1(AX) = 0 © X = O et le noyau de ¢, se réduit ala

matrice nulle de E donc ¢4 est injective donc est un automorphisme de E.

Si A non inversible : 3V, € M,,;(C) : AV, = 0. Considérons alors la matrice X; de E dont la
premiere colonne est V;et les n — 1 colonnes restantes sont des colonnes nulles. Alors :

pa(X;) = AX; =0

Donc le noyau de ¢4 n’est pas réduit au vecteur nul de E et ainsi ¢4 n’est pas injective. Il en
résulte :

@4 automorphisme de E < A inversible

Déterminons alors la réciproque de ¢4
v (X,Y) € E?:

paX)=Ye AX=Ye X=A"'YeX =9, ()

Donc:

(QDA)_l =@y




3)

Az:(a2+bc ac+cd)
ab+bd bc+d?

_ a ¢\ _ (a*4+ad ac+dc
() A=+ d) d)_(ab+db ad+dJ

dedA)sz(ad——bc)(l 0)__(ad——bc 0 )

0 1/ 0 ad—bc

On vérifie alors aisément :
A2 —tr(A) A+ det(A) I, = 0,

A noter qu’il s’agit du théoreme de Cayley Hamilton énoncant que le polynéme
caractéristique d’'une matrice carrée est un polyn6me annulateur de cette matrice

Notons les propriétés triviales a démontrer de @, :
Yo, =0

Pa+p = Pat Pp

Paa= QA Py
PaB = Pa° PB
o, =1
Ainsi :
Paz—tr(a) a+deta) 1, — Po,
donc:
(pa)? — tr(A) @4 + det(A) ¢, =0
d’ou:

()% —tr(4A) o, +det(A) 1 =0

4) Onsupposen = 2 et A diagonalisable

Premier cas : A n’a qu’une valeur propre A alors :

A=/112




Ainsi :
Pa=@a,=Ap, =211
donc ¢, est diagonalisable avec pour unique valeur propre Asid # 0

Deuxiéme cas: A a deux valeurs propres distinctes A; et A,. Soit alors deux vecteurs
propres non nuls V; et V, associés respectivement a chaque valeur propre.Ona:

AV1=11V1 ,AV22)1,2V2

Soit X5, la matrice carrée d’ordre 2 dont la premiere colonne est V/; et la seconde la colonne
nulle et X;, la matrice carrée d’ordre 2 dont la premiére colonne est la colonne nulle et la
seconde la colonne V;. Alorson a:

0a(X11) = A X11
9a(X12) = A4 X1z
Ainsi X;; et X;, forme un systeme libre de vecteurs propres associés a A,

On peut définir de fagon analogue deux matrices carrées X,; et X,, formant un systeme
libre de vecteurs propres associés a 4,

La famille (X;1, X132, X571, X5,) forme alors une base de vecteurs propres de ¢4 donc ¢, est
diagonalisable

5)

a=(Z¢ 3)

Déterminons de polyndme caractéristique de A:

-2-X

Py(X) = —5

7iLX|=(—2—X) (7 = X) + 20

=X2-5X+6=(X—-2)(X-3)

Le polyn6me caractéristique de A étant scindé avec des racines simples, A est diagonalisable
et admet pour valeurs propres 2 et 3

Déterminons une base de vecteurs propres.
Pour A = 2 on résout pour une colonne a deux lignes X:
A-21,)X=0

Soit :



(5 9 6)=0)
—4x+4y=0
{:){—Sx+5y=0

S x=y
Un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 2 est donc:
1
=)
17\

De la méme facon, on résout :

(A-3L)X=0

Soit :

(s 5 6)=()

{—5x+4y=0
—-5x+4y=0
© S5x=4y

Un vecteur propre non nul associé a la valeur propre 3 est donc:

_ (4
V2= (5)
Une base de vecteurs propres de ¢4 est alors :

(Vlli V12; V21' VZZ)

avec :



Exercice 2 :
1) Ona:
sin*(t) = e* Ln(sin(t))

. . , . v . , .
La fonction a intégrer est continue sur ]O;E] donc intégrable au sens de Riemann sur tout

sous intervalle de cet ensemble. Le probleme de la convergence de l'intégrale impropre se
poseen0.0ren0:

e* Ln(sin(t)) — e* Ln(t+o(t))

= gXLn()+ Ln(1+0(1)) — e* Ln() gx Ln(1+o(1))

~ t* =i
t—x

La condition nécessaire et suffisante pour que I'intégrale impropre converge est donc :
-x<1

Soit :
x>-1

f est donc bien définie sur |—1; +oo[

2) Définissons pourn € N*:

fo(x) = | sin*(t) dt

St ——nia

La suite de fonctions f;, (x) tend simplement sur]—1; +oo[ vers f(x)

Or g(x,t) = sin*(t) est une fonction de deux variables continue sur |—1; +oo[ X [%,g] et

admet sur ce domaine une dérivée partielle continue qui est :
d
a—g(x, t) = Ln(sin(t)) sin*(t)
X

Donc f;,(x) est dérivable sur |—1; + o[ et :

£/ () = | Ln(sin(t)) sin*(t) dt

e E

1
n



OrenO:
Ln(sin(t)) sin*(t) = Ln(t + o(t)) sin*(t)

Ln(t)

t—x

= (Ln(t) +ILn(1+ 0(1))) sin*(t) ~ Ln(t) t* =
Donc I'intégrale impropre est convergente. Ainsi f,,'(x) tend simplement sur |—1; +oo[ vers

la fonction :

n
2

glx) = f Ln(sin(t)) sin*(t) dt

0

Soient a < b tels que [a;b] c ]—1;4+o[ montrons que la convergence précédente est
uniforme sur [a; b] en considérant :

1
n

l[fn(x) —g(x)| = an(sin(t)) sin*(t) dt

0
1

50— g0l < [Jin(sin(®)| x4 ay
0

Orsur [a; b] :
x Ln(sin(t)) <a Ln(sin(t))
donc:
e* Ln(sin(®)) < et Ln(sin(t))
Donc:

1 1
Ifa(x) = g(0)| < f |Ln(sin(®))| e@ Llsin®) gt = f |Ln(sin())| eaLn(sin(®) g
0 0

La quantité majorante étant indépendante de x et tendant vers 0 quand n tend vers l'infini,
la convergence est uniforme sur [a; b]. On en déduit que f est dérivable sur [a; b] et que :

f'x) =g



De plus f,,(x) étant continue sur [a; b] la limite uniforme de cette suite de fonctions est
continue sur [a; b] ce qui montre que f est de classe C; sur [a; b] donc sur |—1; +oo[

Or sur E,g] ona:
Ln(sin(t)) sin*(t) <0

Et cette derniéere fonction est continue et non identiquement nulle, on en déduit :

Ln(sin(t)) sin*(t) dt <0

3""%1\”:1

D’autre part, cette suite est décroissante, donc sa limite est strictement négative. Ainsi :
f'x) <0
f est donc strictement décroissante sur |—1; +oo[

3) Onasur]—1;+4oo[:

n
2

o —— i3

flx+2)=| sin**2(t) dt = j sin(t) sin**t1(t) dt
0
Faisons une intégration par partie en posant :
u'(t) = sin(t), u(t) = — cos(t)

v(t) = sin**t1(t), v'(t) = (x + 1) sin*(t) cos(t)

v
T

2
flx+2) =[—cos(t) sinx“(t)]g + (x+1) f cos?(t) sin*(t) dt
0

: : :
=(x+1) f(l — sin?(t)) sin*(t) dt = (x + 1) f sin*(t) dt — f sin**2(t) dt\
0 0 0
soit :
fx+2)=(x+1D (flx)— f(x+2))
Dol :

x+1
fx+2) =—= f®




4) Pourx >0ona:
h(x+1D) =x+1) f(x+1) f(x)
=+ D) 5 fx =D fE)
=xf(x—1) f(x) = h(x)

Pourn € N*:

h(n) = h(1) = f(1f(0)
Or:

f(0) = [ sin O(t)dt—_

/
f() = j sin'(t) dt = [— cos(t)]% =

0

D’ou :

h(n) =

5) Onaen(-1):

+ 2 1
FO) =TS flet D)~ o f(D) ~

6) Pourx >0ona:
fx+D)<sfx)<fl(x—-1)
— /G- DSf@ -1
Orf(x—1) > 0donc:

X f(x) <1
x+17 f(x—1)

Le théoréme des gendarmes conduit alors en +c0 a:

fG) ~flx—=1)



Donc a:

2
h(x) ~ x (f(x))
Notons alors n(x) la partie entiére de x qui vérifie :

n(x) <x <n(x)+1

Donc:
fn(x) +2) < f(n(x) + 1) < f(x) < f(n(x))
Soit :
1
ZEQ : zf(”(x)) < f(x) < f(n(x))

On en déduit :

f(x) ~ f(n(x))
Or:

x ~ n(x)
F(n()) ~ fF(n(x) — 1)
n() F(n() Fn) — 1) = 2
D’ou :
x(f00)' ~3

Finalement :

@) ~ \/g




Exercice 5 :
Cp: x* +y% =1, (x,y) € [0, +oo[?
1) Ona:

V(x,y) ER?: (x,y) €C,=> (y,x) € C,

donc C, est symétrique par rapport a la droite d’équation y = x
2)  Soit (x,y) € ]0, +oo[? alors

x% = % Ln(x) >0
ya — eaLn(y) >0

et:

lim x* = lim y*=0=1-1¢
x—-0t y—-0*

donc la courbe peut étre prolongée par continuité avec les points A(0,1) et B(1,0). De
plus :

{x"‘:l—y“SO
y¥=1-x%<0

Donc:

{03x£1
0<y<1

Les courbes C,, se situent donc dans le carré [0,1] x [0,1]

Etablissons une équation de la forme y = f,(x)
M(x,y) EC, & y*=1—x%
1
ey=0-x%a
La fonction associée est donc la fonction définie sur [0,1] par:

fa(x) = (1 - x“)é = eéLn(l—x“) sur ]0,1[
f0)=1
f)=0



Etudions alors sur |0, +oo[ pour x fixé dans ]0,1[ la fonction :

0:() = 7 In(1 — )

xt

1—xt

1 1
gx(t) = —= Ln(1 —x%) — - Ln(x)

=@ =xHLn(1-x —x" Ln(x")
h t2 (1 —xt)

Orpouru € ]0,1[ : —u Ln(u) > 0 donc::

g, () >0

g, est donc strictement croissante sur |0, +oo[ d’ou :
0< a < a = gx(“l) < gx(az) = fal(x) < faz(x)
Donc C,, est strictement en dessous de Cy, sur ]0,1[ et coupe C,, enOeten1

Notons que sur [0,1] x% est strictement croissante, donc 1 — x% strictement décroissante,
Ln(1 — x%) strictement décroissante et donc f,, strictement décroissante. De plus sur ]0,1] :

/() = —ax™t (1 — x¥)a?

i) = —ala— 1) x<-2 (1 xa 4 (2 1) a? x262 (1 - x 9y

=a(a—1)x*2(1 - xvf)%‘2 (—(1—x%) + 1)

1
=a(a—1)x2%2(1—x%a?

f, est donc du signe de a@ — 1 donc f,, est strictement concave si & < 1 et strictement
convexesia > 1



L’allure des courbes C, compte tenu de la symétrie, est alors la suivante :

1.2
11
CZ
0.81
¢y
0.61
C1
0.41 ?
0.21
O T
04 02 0 02 04 06 08 1 1.2 1.4
0.2
3) TangentesenOetenl
Rappelons qu’en 0 nous avons :
e —1~u, Inl—u~—-u
donc en 0 nous avons :
1 a
= Ln(1-x%) a-1
(x) — £,(0) eat™*D _1 11 1 X
fa fa( ) — ~__ LTl(l _ xa)N_ (_xa)~ —
X X xa ax a
Dol :
Si0<a<1:
a-1
lim — = lim — — = +00
x—0+ a x—0t qxl=@

fa n’est alors pas dérivable en 0 mais C, admet une demi tangente verticale a droite en 0 et
par symétrie, une demi-tangente horizontale a gauche en 1



Sia>1:

X

lim — =0

x—07t a

f est alors dérivable en 0 et f,'(0) = 0. C, admet alors une demi tangente horizontale a
droite en 0 et par symétrie, une demi-tangente verticale a gauche en 1

Sia > 1:C, apour équation y = x et admet donc cette méme droite pour tangente (demi)
enOetenl

4) Etudede Cy;

L’étude a été faite de fagon générale ci-avant. Cependant, nous avons pour M(x,y) € Cy; :
Ve+,y=1

donc en élevant au carré :

x+2Vxfy+y=1

2 \/H =1l—-x—-y
en élevant a nouveau au carré :

4xy=1+x>+y2—-2x—-2y+2xy
x2—-2xy+y*=2x+2y—1

(x—y)?2=2x+2y-1

2 (L x-ty )Z_N(_Hi L)

22 V2T 2T 22
Finalement :

1 1 \? 1 1 1

F%) 2G5



Posons :

( x

{ V2T V2

V= Fxt sy
V2U V2T 22

Nous définissons ainsi un changement de repere tel que :
xX\_ 11 -1y 1 o0
(Y) - ﬁ(l 1 )(y) + 2 ﬁ(—l)
Soit en inversant la relation

(;C/) - %(_11 D ();) + %(_11 1)%(_()1)

1 1
() =50 D6 +30)
Désignons par () le point de coordonnées G,%) dans le repere orthonormé de référence

(0,1,]) du graphique et introduisons les vecteurs suivants :
() (5
1 ’ ) 1

T

La relation matricielle ci-dessus s’écrit pour M(x,y) dans (0,1,))
OM=XT+Y]

(X,Y) est donc le couple de coordonnées de M dans le repére orthonormé (.(2, f,f) donc il
vérifie pour un point M de Gy :

Y = V2 X2

C1/2 est donc une portion de parabole de sommet () d’axe (Q,D c'est-a-dire la bissectrice

intérieure du repere de référence.






