Intégrales impropres

| Fonction localement intégrable sur un intervalle

On dit qu’une fonction f est localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle 1
de R si elle est intégrable au sens de Riemann sur tout intervalle fermé borné [a; b] inclus
dans I.

Exemple :
Soit la fonction définie sur R* par :

1
f(x)=ﬁ

alors f est localement intégrable au sens de Riemann sur R*.

Considérons alors pour x € ]0;1] :
1
0= [ zdt=[2VE] =2 -2v%
X) = —_ = = —_ X
Y NG X
X
g admettant une limite en O par valeur supérieure, on conviendra de noter :
1 1
f ! dt = li f ! dt
SV T ) Vi
X

et on qualifiera cette intégrale d’impropre.

Il faudra prendre garde a ne pas se faire abuser par la notation car la fonction f n’est pas
définie en 0 et, quand bien méme on lui donnerait une valeur arbitraire en 0, elle ne serait
pas bornée sur [0; 1] donc non intégrable au sens de Riemann sur [0; 1]

Considérons alors pour x € [1;4oo] :

g(x)zf%dtz[Z\/f]fZZ\/E—Z



g admettant une limite infinie en +o0, on conviendra de noter :

X

+00
fldt li 1dt +
—dt = lim | —=dt =+
S

Et on dira que lI'intégrale impropre diverge.

Il Intégrales impropres

1) Intégrales impropres en + et en —©

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a; +oo],
on définit la fonction g sur [a; + [ par :

g(x) = f f(Odt

Si g admet une limite finie en +o0 on dit que I'intégrale impropre est convergente en +oo
et on écrit :

+ oo pe
f f(®de = lim f f(o) dt
x—+o0
a a
Dans ce cas, pour tout réel ¢ de [a; +oo] la fonction :

h(x) = J f(t)dt

admet également une limite finie en +

Une définition analogue se fait pour une fonction localement intégrable au sens de
Riemann sur un intervalle | —o0; a] avec, dans le cas de convergence en —oo:

fa f(®dt = lim J f@) dt



Si f est une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur R et s’il existe un réel
a tel que I'intégrale soit convergente en 4o et en —o, alors on écrit :

To ftdt = fa f(dt + T f(tdt

Cette quantité est indépendante du réel a. Plus généralement, on peut écrire la relation de
Chasles pour tous réels a et b

T" f®dt = fa f®)dt + fb fOdt + T f(Odt
o 7 ) J

Preuve :

h(x) = fxf(t)dt = ff(t)dt+ ff(t)dt = faf(t)dt+g(x)

si g admet une limite finie en +o0 alors h admet une limite finie en +oo

Posons :

k(x) = fa F(O)dt + fx F(o)dt

La relation de Chasles pour un réel ¢ quelconque donne :

k(x) = fcf(t)dt+fxf(t)dt

par passage a la limite en faisant tendre x vers +oo on obtient :

jaf(t)dt + Tf(t)dt = ff(t)dt + Tf(t)dt

De méme

a b X
k(x) = _fx F(o)dt + af F(o)dt bf F(o)dt

Le passage a la limite donne :



+00 a b +00
_[o f(tdt = _£f(t)dt+aff(t)dt+bf f(t)dt

2) Intégrale impropre en une borne finie

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a; b[, on
définit la fonction g sur [a; +oo| par:

g(x) = f f(Odt

Si g admet une limite finie quand x tend vers b par valeur inférieure, on dit que I'intégrale
impropre est convergente en b et on écrit :

b

] f(®dt = lim fx f@) dt

a

Une définition analogue se fait pour une fonction localement intégrable au sens de
Riemann sur un intervalle ]a; b] et conduit en cas de convergence a I'écriture :

b b
J f(Odt = lim f f(0) de

3) Intégrale impropre en deux bornes

Des définitions et des propriétés analogues peuvent étre formulées si f une fonction
localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle |a; b[, a et b pouvant
éventuellement étre, 'une ou l'autre, des bornes infinies, et conduisent, en cas de
convergence, a écrire pour un réel quelconque c de |a; b| :

Siaet b réels :

b c X
j f(®dt = lim f f(®) dt + lim f f(t) dt



Siaréeletb = +o:
b c X
f F(o)dt = lim f £(6) dt + lim f f£(0) dt
x—at x—+00
a X Cc
Sia = —oetbréel:
b c X
ff(t)dt = lim ff(t) dt + lilgl_ f f(t) dt
X—>—00 x>
a X Cc
La relation de Chasles reste valable dans toutes les situations :

b c d b
!f(t)dt=lf(t)dt+cjf(t)dt+lf(t)dt

lll Intégrales impropres de référence

Une classe importante de fonctions conduit, par primitive, a 'analyse directe de la
convergence de l'intégrale impropre associée. Ces fonctions vont d’ailleurs jouer un réle
dans le critére de convergence donné par les régles de Riemann.

Soit donc une fonction, pour a réel quelconque, de la forme :
1
f(x)=—

X

f est localement intégrable sur ]0; +oo| et les fonctions intégrales associées sur ]0; 1] et sur
[1; +oo sont respectivement :

1 x
1 1
FI(X) = ft—adt , FZ(X) = ft—adt
X 1

Or une primitive de f sur ]0; +oo| est :
Sia=1:
F(t) = Ln(t)

Sia+1:



1 N 1
1—qg to1

1
Fit)=——1t'"%=
l-a

Donc:

Sia=1:

I'intégrale impropre de f sur |0; 1] est divergente et :
1
1
f—dt = +o0
t
0
I'intégrale impropre de f sur [1; +oo[ est divergente et :
+o0
1
f —dt = +o
t
1

Sia>1:

I'intégrale impropre de f sur ]0; 1] et est divergente et :
1
1
jt_adt = +oo
0

I'intégrale impropre de f sur [1; +oo[ est convergente et :

+ oo

J 1dt— 1
te  a—1
1

Sia<1:

I'intégrale impropre de f sur |0; 1] et est convergente et :

1
J 1 dt 1
t*  1-a
0
I'intégrale impropre de f sur [1; +oo[ est divergente et :

+00

1
f t—adt = 400
1

A retenir que la convergence ne s’obtient en 40 que pour @ > 1 eten 0 que poura < 1




Une autre classe de fonctions conduit a une intégration par primitive. Il s’agit, pour 8 réel
guelconque, des fonctions du type :

fe = x LnP (x)

f est localement intégrable sur ]0; 1] et sur ]1; +oo] et les fonctions intégrales associées sur
10; 1[ et sur ]1; +oo[ sont respectivement :

y y
1
Fi(x,y) = fmdt , Fo(x,y) = fmdt
X X

A noter que les intégrales comportent deux bornes « impropres »
Or une primitive de f sur |0; 1[ U ]1; +oo[ est :
Sip=1:

F(t) = Ln(Ln(t))

L'intégrale impropre est alors divergente en ses quatre bornes

Sip+1:
F(t) = ! Lnt B () = ! X !
ST IO =TT X mE
Sig>1:
lim F(£) = lim — L o
£ 0 (t)‘tli“ou—ﬁ TP

tlgglF(t)I = tqul_IF(t)I = tlirgIF(t)I = 400

donc l'intégrale impropre est convergente en 4o et divergente en ses trois autres bornes
0+,17,1*

Sip<1:

tl_l){&lF(t)I tll,%llF(t)l tlirg;r Ln*=P(t) = 4+

1
1-p8
tll)rln_ F(t) = tll)r{;r F(t)=0

L'intégrale impropre est divergente en +o et en 0*et convergente en ses deux autres
bornes 17, 1%



IV Criteres de convergence pour les intégrales impropres

Dans toute la suite, les critéres vont étre présentés uniquement en +co mais pourront étre
transposés a une autre borne —co ou une borne finie inférieure ou supérieure.

1) Critére de Cauchy en 4o

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a; + [ et
la fonction intégrale associée F sur [a; +oo] :

F(x) = j f(Hdt

alors F converge en oo si et seulement si F vérifie le critére de Cauchy, ce qui se traduit
par:

x+h

VeE]O;+of Txg € [a;+o[: V(x,h) ERX]0;+0[: x> x9= f fdt| < ¢
X

2) Absolu convergence

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [a; + [ et
F la fonction intégrale associée, AF celle associée a sa valeur absolue sur [a; +0] :

F(x) = f f(Odt

AF(x) = f F(0)] dt

Si AF admet une limite finie en 4o alors, F admet une limite finie en +co. On dit alors que
I'intégrale impropre de f sur [a;+oo| est absolument convergente. La réciproque est
fausse.




Preuve :

Il suffit de montrer que F vérifie le critere de Cauchy pour la convergence en +oo, ce qui est
évident compte tenu de la relation pour h > 0

x+h x+h

[ rod| < [ ir@ia

3) Critére de Comparaison pour les fonctions positives

Soit f et g deux fonctions localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle
[a; +oo[ et leurs fonctions intégrales associées respectives F et G sur [a; +oo] :

X

F(x) = f fOdt 6(x) = f g(®)dt

a

Si G converge en + et si:

Vx€[a;+o] f(x) =0 f(x) <gx)
alors F admet une limite finie en + o et :

+ o0 + o0

J fOdt < j g(®dt

a a

Preuve :
Il suffit de noter que F et G sont croissantes. Si G converge en +oo, elle est majorée sur
[a; +oo[ et donc par comparaison intégrale, F I'est aussi, donc converge en +co. Or :

X

jxf(t)dts jg(t)dt

a
Par passage a la limite on en déduit :

+o0o

Tof(t)dt sf gt)dt

a




4) Critére de convergence dominée

Soient f et g deux fonctions localement intégrables au sens de Riemann sur un intervalle
[a; +oo[ et leurs fonctions intégrales associées respectives F et G sur [a; +oo] :

F(x) = f fOdt 6(x) = f g(®)dt

Si G converge en + et s’il existe un réel M > 0 tel que:
Vx€E[a;+o] f(x)=0 f(x) <Mg(x)

alors F admet une limite finie en +o

Preuve :

C’est le critere précédent en remplagant g par M g dont l'intégrale converge en +oo

5) Critére d’équivalence

Soient f et g deux fonctions localement intégrables au sens de Riemann, et positives ou
nulles sur un intervalle [a; +[, et leurs fonctions intégrales associées respectives F et G
sur [a; +oo[ :

F(x) = f fOdt G = f g(®)dt

Sionaen +o:

f(x)~g(x)

alors :

F converge en +c0 < G converge en 40
F tend vers +o en +o00 & G tend vers +o0 en oo

On dit que les intégrales impropres de f et g sont de méme nature sur [a; +oo[




Preuve :

L’équivalence de F et de G en +oo entraine qu’il existe deux réels strictement positifs M et
M' tels que :

Vx€la;+o f(x) <Mg(x) et g(x) <M f(x)

Le critere précédent fournit alors les résultats.

6) Régles de Riemann en 4o

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann et positive ou nulle sur un
intervalle [a; +oo[, et sa fonction intégrale associée F sur [a; +oo] :

F(x) = f fFodt

Si il existe unréel @ > 1 et un réel L tel que :

lim x“f(x) =L

xX—+ 00

Alors F converge en +oo

Preuve :
1 cas: L =0

Alors il existe unréel M > 0 tel que :
1
Vx€l[a+oo| [f(DI =M x—
X

Le critére de convergence dominée s’applique car lintégrale impropre de la fonction
majorante est convergente sur [1;+oo[. L'intégrale impropre de f est alors absolument
convergente sur [a; +oo[

2™ cas: L >0
Alors en 4o :

L

f)~—

Le critére d’équivalence s’applique




Siil existeunréel a < 1 etunréel L # 0 tel que:
lim x“f(x) =L
X—400

Alors F diverge en +o

Preuve :

fe~—

Le critére d’équivalence s’applique.

7) Reégles de Riemann en 0

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle |0; b] ou
b >0 et sa fonction intégrale associée F sur |0; b] (un cas analogue se faisant sur
[b;0[b < 0):

b
F(x) = f f(Odt

Si il existe unréel @ > 1 et unréel L # 0 tel que:
lim x“f(x) =L
lim x°f(x)

Alors F divergeen 0

Preuve :

L
e~

Le critére d’équivalence s’applique.

Si il existe unréel @ < 1 et unréel L tel que :
lim x“f(x) =L
lim x°f(x)

Alors F converge en 0




Preuve :
1 cas: L =0
alors il existe un réel M > 0 tel que :

Vx €]0;b] If()l<M Xxia

Le critere de convergence dominée s’applique car l'intégrale impropre de la fonction
majorante est convergente sur ]0;b]. L'intégrale impropre de f est alors absolument
convergente sur ]0; b]

2°™ cas:L >0

Alorsen 0 :

f)~—

Le critére d’équivalence s’applique

8) Reégles de Riemann en une borne finie

Soit f une fonction localement intégrable au sens de Riemann sur un intervalle |a; b] ou
a€R, b>0et sa fonction intégrale associée F sur |a; b] (un cas analogue se faisant
sur [b;a[ b < 0):

b
F(x) = f f(Odt

Siil existe unréel @ > 1 etunréel L # 0 tel que:
lim(x —a)*f(x) =L
x—at

Alors F divergeen a




Si il existe unréel @ < 1 et unréel L tel que :
lim(x —a)*f(x) =1L
x—at

Alors F converge en a

Preuves :

Totalement analogues au cas précédentoua =0

9) Application des régles de Riemann aux intégrales de Bertrand

Considérons, pour a et 8 réels quelconques, la classe des fonctions du type :

1

fe) = x® Lnf (x)

f est localement intégrable sur ]0; 1] et sur ]1; +oo] et les fonctions intégrales associées sur
10; 1[ et sur ]1; +oo[ sont respectivement :

y y
1
Fi(x,y) = jmdt , B(xy) = jmdt
X X

Nous avons déja étudié, dans le cas @ = 1, la convergence de ces intégrales aux quatre
bornes +o, 0%, 17,17, Les régles de Riemann vont donner les autres cas.

En effet, en 1 nous avons :
Ln(x)~(x—1)
donc
LnB(x)~(x — 1)
d’ou:
f(x)“'m

Et I'intégrale converge si et seulementsi f < 1

Pour les deux autres bornes, distinguons deux cas :




1" casa > 1:

En prenant :
_a+t 1 51
Y=
Onaa—y >0et:
Ln=F(x)
14 = —_—
xl—lym x f(x) x1—1>r-|poo xa—vY 0

llm xVf(x) = = 400 (ou — oo selon parité de 3)

x—>0+ XY Lnb (x)

Donc l'intégrale impropre est convergente en +oo et divergente en 0F

2™ casa < 1
En prenant :
a+1
y = > <1
Onay—a>0et:
v-a
xl_lgloox”f () = 1+ooLnﬁ(x)

- 14 =1 y=ayn-8 =
xll)r(l)1+x f(x) xll)r(l)1+x Ln P (x) =0

donc I'intégrale impropre est divergente en +oo et convergente en 0%

Ci-dessous, deux graphiques illustrant ces résultats :



Le premier concerne la fonction :

Fo) =
X) =———
x? Ln(x)
4 A
3,
2_
14
0 T
-2 -1 (0] ] 2 3 4 5 6 7 8
_1 4
_2—
_37

On note que la convergence des intégrales impropres en 4o en en 1 se traduit
graphiguement par le fait que la courbe se confond « assez vite » avec ses asymptotes en
ces bornes (méme s’il faut se méfier de ce que I'on voit, nos sens étant imparfaits, alors que
les mathématiques le sont), alors qu’en 0, la courbe peine a se rapprocher de son asymptote
verticale.

Le second exemple concerne la fonction :

1

f(x) = VR Lo




Ici, I'intégrale converge en 0 et la courbe se confond tellement avec son asymptote verticale
en 0 qu’on a I'impression que la fonction tend vers une limite finie en 0, ce qui n’est pas le
cas, puisqu’elle tend vers —oo

L'intégrale diverge en 1 et cela se traduit bien sur le graphique par le fait que la courbe peine
a se rapprocher de son asymptote verticale. Il en est de méme en +oo, la courbe peinant a se
rapprocher de son asymptote horizontale.



