Intégrale de Riemann

| Approche

1) Un premier exemple :

Posons nous le probléme d’évaluer le volume d’une demi-boule de rayon R. Une méthode
intuitive consiste a découper le rayon de cette demi-boule en n parties égales et de la
remplir avec (n — 1)« rondelles » (des cylindres de révolution en fait) avec dans I'idée qu’en
prenant n suffisamment grand, le volume formé par I'ensemble des rondelles soit trés
proche de celui de la demi-boule.

Evaluons donc le volume V;, des (n — 1) rondelles, en commengant par celui v, de la
rondelle d’indice k de rayon Ry, et d’épaisseur h avec :
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Le théoréme de Pythagore permet d’écrire :
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Nous observons comme attendu intuitivement, que la suite des volumes 1}, tend vers une
valeur limite, qui est :
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D’ou le volume d’une boule de rayon R :

V—4 R3
_311'

Nous venons d’accomplir un calcul intégral, c'est-a-dire qui intégre une somme d’éléments
infinitésimaux de référence, dont on sait évaluer le volume, ici des rondelles, mais ces
éléments pourront étre de bien des natures.

2) Un second exemple

Considérons la courbe représentative de la fonction carré f dans un repére orthonormé et
posons nous le probleme d’évaluer I'aire A située entre cette courbe, I'axe des abscisses, les
droites d’équation x = 0 et x = 1 (hachurée sur la figure).
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En appliquant le méme procédé que pour la demi-boule, nous pouvons approcher cette aire,
en découpant l'intervalle [0; 1] en n parties égales et en considérant une somme A,, d’aires
de n — 1 rectangles situés sous la courbe et de largeur :
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L'aire a; du rectangle d’indice k, qualifié d’élémentaire, est :

a=r(E) <22y K
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L’aire cherchée est donc:
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La suite A,, tend donc vers une limite qui est I'aire 4, a savoir :
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Notons qu’il est possible d’approcher A par une somme A’,, d’aires rectangulaires qui soit
plus grande, en prenant pour le rectangle d’indice k :
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Cette suite A',, tend alors vers la méme limite que la suite 4,, ce qui au passage, nous
o . 1 .
conforte par le théoréme des gendarmes sur le fait que 4 = 5 car la géométrie nous montre

a I'évidence que :

A, <A<A,

3) Vers un concept mathématique rigoureux

Reprenons le probléme du calcul, pour une courbe, que nous supposerons continue et
positive dans un premier temps, de I'aire A de la région située entre la courbe, I'axe des

abscisses et les droites d’équation x = a et x = b, sachant que la fonction est continue sur
[a; b].

En procédant comme dans I'exemple 2, nous pouvons considérer deux suites
d’approximation pour cette aire :

La premiere, A,,, formée de rectangles élémentaires situés sous la courbe lorsque la fonction
est croissante, est qualifiée de petite somme de Riemann et s’écrit :



n-1

An = zi:ak
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ou ay, est I'aire du rectangle d’indice k de largeur :
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La seconde, A", , formée de rectangles élémentaires situés au dessus de la courbe lorsque la
fonction est croissante, est qualifiée de grande somme de Riemann et s’écrit :

n-1

Aln — Z alk

k=0

ou a’y est I'aire du rectangle d’indice k de largeur :

a'k=f(a+(k+1)b;a) xb_a

n
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La largeur de chaque rectangle élémentaire est appelée pas de la subdivision de l'intervalle
[a; b]. Comme n doit tendre vers I'infini pour que les petites sommes et grande sommes de
Riemann tendent vers l'aire A cherchée, le pas tend donc vers 0. Devenant un infiniment
petit, on le note dx en Mathématiques si la variable de la fonction est x, et l'aire A est
notée :



b
A=ff(x)dx

On qualifie A d’intégrale de Riemann de la fonction x entre les bornes a et b.

L'approche que nous venons de faire est toutefois insuffisante pour donner un concept
suffisamment riche qui permet d’envisager un calcul d’aire pour des fonctions plus générales
non nécessairement continues ou continues par morceaux. Nous allons donc étudier le
concept d’intégrale de Riemann le plus général, lequel repose sur la notion de fonction en
escalier.

Il Intégrale de Riemann

1) Subdivision d’un intervalle fermé borné

Soit un intervalle [a; b] , on qualifie de subdivision de [a;b] en n parties, une suite finie
o = (x,) strictement croissante a n + 1 éléments de valeur initiale a et finale b, soit :

Xo=a<x,<x,<<x,=b
On qualifie de subdivision réguliére, une subdivision pour laquelle on a :
Vk€e[0;n—1]: x34q4 — Xxx constant
Cette derniére quantité est alors appelée pas régulier de la subdivision et vaut :

b—a
n

p(0) = Xpy1 — X =

Lorsque la subdivision n’est pas réguliére, on qualifie de pas la quantité :

p(o) = Suppon-1j |41 — Xl




2) Fonction en escalier sur [a; b] et intégrale d’une telle fonction

Soit une fonction ¢ définie sur un intervalle [a; b], on dit que ¢ est en escalier sur [a; b]
si il existe une subdivision x,, en n parties de [a; b] telle que :

Vke[O;n—1]: Ja, € R: Vx€ |xi;xp41[: @(x) = ay

On définit alors I'intégrale de cette fonction sur [a; b] par :

n—-1

b
f(p(x)dx = z ar (Xp41 — Xg)

k=0

A noter que cette quantité peut étre positive, négative ou nulle. C'est donc un concept
algébrique. 1l n'y a que lorsque ¢ est positive que ce concept se traduit en termes d’aire.

Nous conviendrons de noter Esc[a; b] I’ensemble des fonctions en escaliers sur [a; b]
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Exemple de fonction en escalier sur une subdivision en 3 segments

3) Stabilité des fonctions en escalier pour les opérations usuelles

Soit ¢ et P deux fonctions en escalier définie sur un intervalle [a; b] et @ un nombre réel
alors la fonction somme ¢ + ¥, la fonction produit ¢ X ¥, la fonction a ¢ et la fonction

. 1 . . .
inverse " si @ ne s’annule pas, sont des fonctions en escalier sur [a; b]

Preuve :

L’union des subdivisions associées a ¢ et 1 constitue une subdivision de [a; b] que I'on peut
noter :




Xo=a<x1<x<-+<x,=0b

Sur chaque sous intervalle |xy, ; x;41[ de la subdivision, ¢ et ¥ sont constantes donc ¢ + 1,

1. . . s
OXY,apet e si @ ne s’annule pas, le sont également. Il en résulte les propriétés.

4) Intégrabilité au sens de Riemann d’une fonction définie sur un intervalle fermé

borné

Soit une fonction f définie sur un intervalle [a; b]. On considére les deux sous-ensembles
suivants de réels :

b
E* = ftp(x)dx : Y EEscla;blet p=>f

b
E- = f(p(x)dx : @ € Escla;b] et o <f
a

On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b] si la borne supérieure de E~ est
égale a la borne inférieure de E* et on note dans ce cas :

b
| reodx = sup(e) = mf @)

Une fonction en escalier sur [a; b] est de fagon évidente intégrable au sens de Riemann et
son intégrale au sens de Riemann est I'intégrale initialement définie pour une fonction en
escalier

Voyons tout de suite un exemple de fonction non intégrable au sens de Riemann sur [0; 1].
fx)=1sixeQ, 0 sinon

Soit une fonction Y en escalier majorante de f. Elle vérifie alors, puisque, sur tout
intervalle ]x; ; xj41[ défini par la subdivision associée a 1, il y a des rationnels :

Y(x) = a; = 1sur]xy; X1l

Donc:




n-1

b e
fl,b(x)dx = z ar (g1 — x3) = Zl(xk+1 —x) =1
a k=0

k=0
D’ou:
Inf(E*) =1

Soit une fonction ¢ en escalier minorante de f. Elle vérifie alors, puisque, sur tout intervalle
1%k ; X +1[ défini par la subdivision associée a ¢, il y a des rationnels :

P(x) = ay < 0sur]xg; X4l

donc:
b n-1
[ o= ay Gs = 1) <0
a k=0
dou:
Sup(E7) <0

On a donc finalement :
Sup(E™) # Inf(E*)

f n’est donc pas intégrable au sens de Riemann sur [0; 1]

5) Caractérisation de l'intégrabilité au sens de Riemann

Soit une fonction f définie sur un intervalle [a; b]. Alors f est intégrable au sens de
Riemann sur [a; b] si et seulement si il existe deux suites ¢, et P, de fonctions en
escaliers sur [a; b] telles que :

Vx€la;b]: @u(x) < f(x) < Pp(x)

et:

n—+oo

b b
lim f P(x)dx = lil_El f Pn(x) dx
n—>+0o
a a

Dans le cas ou f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b], les suites ¢,, et 1, sont
qualifiées de suites d’approximation de f pour I'intégrale etona:



b b b
f f)dx = lim f Yn(x)dx = lim f Pn(x) dx

Preuve :

Notons :

b
Et = fl/)(x)dx : Y EEscla;bl et p=f

b
E- = f(p(x)dx : @ €EEscla;b] et o <f

a

(:>) Supposons f intégrable au sens de Riemann sur [a; b] alors

I = Sup(E™) = Inf(E")

Soit un entier naturel n non nul. Alors :

1
[——<1
n
Donc:
. b
3¢, € Escla;b] : ¢, <f et I—E<f(pn(x)dx<l
a
De méme :
1
I<I+-
n
Donc:

b
1y € Escla;b] : P < f et 1<J1,bn(x)dx<l+%

Le théoréme des gendarmes montre alors que :



b b
lim flpn(x)dx = lim f(pn(x) dx =1
n—+oo n—+oo

a a

b b
f¢n(x) dx € E™ et fl/)n(x) dx € E*

a
Donc:

b

b
f(pn(x) dx < Sup(E™) et Inf(E%) < fl/)n(x) dx

a
Soit :

b b
j(pn(x) dx < Sup(E™) < Inf(E*) < jlpn(x) dx

a

Le théoréme de gendarmes donne alors :

b b
Sup(E7) = Inf (B%) = lim_ [ o) = lim [ pnC) dx =1
a a

6) Caractérisation équivalente :

Soit une fonction f définie sur un intervalle [a; b]. Alors f est intégrable au sens de
Riemann sur [a; b] si et seulement si il existe deux suites ¢, et a, de fonctions en
escaliers sur [a; b] telles que :

Vx€[ab]: [f(x)— @n(X)| < ap(x)
et:

b
lim | a,(x)dx=0

n-+oo
a

Dans le cas ou f est intégrable au sens de Riemann sur [a; blon a



b b
ff(x)dx = nlilpwf @, (x) dx

Preuve :

(:>) Supposons f intégrable au sens de Riemann sur [a; b] alors, d’aprés ce qui précede, il

existe deux suites ¢,, et ,, de fonctions en escaliers sur [a; b] telles que :

Vx €la;b]: ¢n(x) < f(x) < Pn(x)
et:

b b
lim | Y,(x)dx = lim f @, (x) dx
n—-+o n—-+oo

a

a

La suite de fonctions «, =y, — @, est alors une suite de fonctions en en escaliers sur
[a; b] telles que :

Vx€la;b]: |f(x) — @n(x)| < a,(x)
et:

b

b b
lim | a,(x)dx = lirp jz/)n(x)dx—fgon(x) dx =0
n—->+oo
a

n—-+oo

a a

(=)

Notons :
b
Et = fz/)(x)dx : Y EEscla;bl et p=f
b
E- = f(p(x)dx : ¢ € Escla;b] et o <f
b b
[ @60 - anCdx €8 et [(oa) + aneax € ¥
Donc:

b b
j (@) — an())dx < Sup(E") < Inf(EY) < j (@n(x) + an (1)) dx



Soit :

b b b
0 < Inf(E*) — Sup(E") < f (Pn () + () dx — f (Pn () — n(0))dx = 2 j (0 dx

a

Le théoréme des gendarmes conduit alors a :
Inf(E*) —Sup(E") =0

Donc f intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

7) Caractére borné d’une intégrale de Riemann

Si f intégrable au sens de Riemann sur [a; b] alors f est bornée sur [a; b]

De plus,si Vx € [a;b] : m < f(x) < M alors, il existe une suite d’approximation ¢,, de
f pour l'intégrale sur [a; b] qui vérifie :

VneENVxE [a;b]: m< @p,(x) <M

Preuve :
il existe deux suites ¢,, et Y,, de fonctions en escaliers sur [a; b] telles que :

Vx €la;b]: n(x) < f(x) < P ()

et:

lim
n—+oo

b
f () — 92 (0))dx = 0

Or toute fonction en escalier est bornée, ainsi en prenant m; minorant de ¢; et M;
majorant de ¥; sur[a;b]ona:

Vx €la;b]: my < @1(x) < f(x) SPy(x) <My
f est donc bornée sur [a; b]

Pour la seconde partie de la preuve, définissons deux nouvelles suites de fonctions en
escaliers majorantes et minorantes de la fagon suivante :

Si @,(x) <m posons @,(x) =m




sinon, on a nécessairement m < @,(x) <M car @,(x) < f(x) <M et nous posons
P1n(x) = @1 (x)

Si Y,(x) > M posons Yi,(x) =M

sinon, on a nécessairement m < Y,(x) <M car m < f(x) < YP,(x) et nous posons

lpln(x) = lpn(x)

On a alors :
Vx €[a;b]: @n(x) < @1n(x) < f(x) < Py (x) < Pr(x)
soit :
Vx €la;b]: 0<1n(x) = 910(x) < Pr(x) — (%)
donc :

b b
0= [ ($1n@ = 010(0) dx < [ () = 900))
a a
et par le théoréme des gendarmes :
b
Jim (100 = p1n() = 0
a
La suite ¢4, est donc une suite d’approximation de de f pour l'intégrale sur [a; b] qui

vérifie :

VneNVxeE [a;b]: m< () <M

8) Intégrabilité d’une fonction continue sur [a; b]

Si f est continue sur [a; b] alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

Avant d’établir la preuve, nous allons établir un résultat préliminaire en commencant par
définir la notion d’uniforme continuité sur un segment [a; b]

On dit d’une fonction f qu’elle est uniformément continue sur [a; b] si :

Ve>03>0: V(xy €labl®: [x—yl<f = If(0)-fO)I<e




Toute fonction uniformément continue sur [a; b] est de fagon triviale continue sur [a; b] et
nous allons voir que la réciproque est vraie, autrement dit :

f continue sur [a; b] & f uniformément continue sur [a; b]

Preuve :

Supposons f continue sur [a; b] et non uniformément continue sur [a; b] alors, en prenant
la négation de la définition de I'uniforme continuité, nous avons :

3 >0VB>0:3(xy)Ela;b]?: |x—y|<Bet|f(x)—f)| =g

En particulier, pour tout entier naturel non nul n :

1
3 (X, ¥0) € [a; b]*: | — ynl < n et [f(xn) —fOm)l = &

X, €tant une suite bornée, on peut extraire de cette suite une sous-suite x4, convergente

et yyn) €tant bornée, on peut extraire de cette suite une sous-suite y ) convergente.
Les suites Xy ) et Y mn) sont donc deux suites convergentes. Posons :

lim x =X
N oo k(n) 0

Jlim yiey = Yo

Puisque les termes X,y et Yy sont dans [a; b], leur limite I'est également, donc par

continuité :
nl_l)fpoof(xk(n)) = f(xo)
Jim f(yke) = £ (o)
Or:

1
Xie) ~ Y| < et |f(xk(n)) —fOyimy)| 2 €1
Par passage a la limite, on en déduit :

lxo — Yol =0 et |f(x0) — fF(Vo)| = &

Ce qui est absurde, donc f est uniformément continue sur [a; b]




Revenons alors a l'intégrabilité de f au sens de Riemann sur [a; b]

Traduisons l'uniforme continuité de f poure =1/n:

1
3B>0:V0y) €lab]: x—yl<B = If0) - fI<~

Définissons alors une fonction en escalier ¢,, sur une subdivision réguliéere de [a; b] de pas :

en choisissant une valeur de N telle que :
h<p
La subdivision est alors définie par la relation de récurrence, pour 0 <k <N —1 :
Xp41 =X +h
Et on définit ¢, par:
Vx € [xp;5 Xpqal s on(x) = fF(x0)
¢n(b) = f(b)

Onaalors:
1
Vx € [xp; xpqal: [x— x| <B donc [f(x) = fx)] < n
D’ou:
1
Vx€labl: If(0) - a0 <
Définissons alors la fonction en escalier «,, par:
1
Vx€lab]: a,(x) ==

Nous avons :

b

J a,(x)dx =

a

b—a

Donc:

b

lim | a,(x)dx =0
n—-+oo
a



f est donc intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

9) Intégrabilité au sens de Riemann d’une fonction bornée et continue sauf en

nombre fini de points

Si f est bornée et continue sauf en un nombre fini de points sur [a;b] alors f est
intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

Preuve :
Par récurrence sur le nombre de points.
Initialisation :

On suppose f bornée et continue sur [a; b] sauf en un point c. Montrons d’abord que f est
intégrable au sens de Riemann sur [a; c] dans le cas non trivial a < c.

Soit un entier naturel non nul n tel que :

1
a<c——=<c
n

Définissons une fonction en escalier ¢,, sur [a; b] de la fagon suivante :

, . 1 . . N )
f étant continue sur [a; c— ;] elle est intégrable au sens de Riemann sur le méme intervalle

et donc, il existe deux suites ¢y, et @y, de fonctions en escaliers sur [a; b] telles que :

Vx€lac]: |f(x) - <P1p(x)| = alp(x)

et:

o1
n

2Dl_l)r}rnoo ap(x)dx =0
a

Il existe donc une valeur p, de p pour laquelle :

ol
n

1
J Ayp, (X)dx < -

a

Posons alors , en notant M un majorant de |f| sur [a; c]




1
Ve |aic——]t onl) = P () (@) = @1, @)

VxE€ [c—%;c]: P(x) =0,a,(x) =M

Onaalors:
Vx€lac]: |f(x) — ()] < an(x)
et:
c C_% b
fan(x)dx = f a,(x)dx + f an(x)dx
donc:

c

0<f (x)d <1+M
< | an(x)dx < —+—

a

Le théoréme des gendarmes montre que :

(o

lim [ a,(x)dx =0
n—+oo
a

f est donc intégrable au sens de Riemann sur [a; c]
Un traitement analogue se fait sur [c; b]

et donc f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b]
Hérédité :

Soit n un entier naturel non nul tel que I'on ait: Si f est bornée et continue sauf en un
nombre fini de points inférieur ou égal a n sur [a; b] alors f est intégrable au sens de
Riemann sur [a; b]

Supposons que f soit bornée et continue sauf en un nombre (n + 1) de points sur [a; b] et
montrons qu’elle est intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

Soit ¢ un des points de discontinuité.
1¥cas:a<c<b

alors il existe § > 0 tel que f continue sur [a; ¢ — B], sur[c — B; ¢ + B] etsur[c — B; b]



Sur chacun des trois intervalles précédents, f est continue sauf en un nombre fini de points
inférieur ou égal a n, donc intégrable au sens de Riemann. Elle I'est donc sur I"'union de ces
trois intervalles.

2" cas:c=a

alors il existe B > 0 tel que f continue sur [a; a + B] et sur [a+ B; b] et on conclue
comme précédemment

3éme

cas:c=b

alors il existe § > 0 tel que f continue sur [a; b — ] et sur [b —f; b] et on conclue
comme précédemment

Exemple de fonction bornée continue sur R saufen 0 :

Nous avions déja présenté cette fonction étrange non continue et non dérivable en 0, mais
bornée sur R et continue et indéfiniment dérivable sur R*

flx) = sin(%) six#0

f0)=0

) \7 0.1Y

Et bien, cette fonction est intégrable sur tout segment [a; b] de R, y compris donc, ceux

-0.15 0.1} 0.

(@)
f-]
o

contenant 0.



10) Propriétés de I'intégrale de Riemann vis-a-vis des opérations

Si f et g sont intégrables au sens de Riemann sur [a; b] et ¢ un nombre réel, alors les
fonctions somme f + g, produit ¢ f, f X g, les fonctions |f|, Sup(f,g), Inf(f,g), et la

fonction inverse ;SI f est minorée par un réel strictement positif, sont intégrables au sens

de Riemann sur [a; b]

De plus:

b b
[ r@ ax| < [ir@ ax

et

b

b b
[ + g@)dx = [ r00 dx + [ g ax

a

b

f(c f(x)dx = cff(x) dx

a

Ces deux dernieres propriétés sont qualifiées de linéarité de l'intégrale en référence a la
linéarité de I'application qui a une fonction intégrable au sens de Riemann associe son
intégrale, 'ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann sur [a; b] formant un
sous espace vectoriel de 'ensemble des fonctions de [a; b] dans R

Preuves :
Soit (¢, a,,) , (W, Br) des couples de suites de fonctions en escalier sur [a; b] tels que :

Vx€[a;b]: |f(x) —pn(x)]| < ap(x) et |g(x) — Pr(X)] < Br(x)
b b
lim | a,(x)dx =0 et nl_i)rpoo f Bn(x)dx =0

n-—-+oo
a

1) somme

Posons :

On = On+ Uy, Yn = an+ Bn




alorsV x € [a; b] :

1f(x) +9(x) = 0, = |f (%) = (%) + g(x) = Pr ()]

donc:
1f () + g(x) = 6, < 1f (%) = 9 ()] + [g(x) — P ()]
soit :
1f () + 9(x) = 0,(0)| < an(x) + Br(x) = v (%)
et:

b

b b
nli‘Poo f Yn(x)dx = nl_i)rR)o < f a,(x)dx + J ﬁn(x)dx> =0

a

donc f + g intégrable au sens de Riemann sur [a; b] et :

b

b b b
[+ ge)dx = Jim [ 6.tz = tim. < [ on0) dx + [ ) dx)

a

b b
=jf(x) dx+fg(x) dx

2) Produit par une constante

Posons :
bh=con, Ya=Iclay
alorsV x € [a; b] :
lc f(x) = 6,(O| = |c fF () = ¢ ()] < le| [f () = pn(x)]
donc :
e f(x) = 0, ()] < yu ()
et:

b b
lim fyn(x)dx = lim (c fan(x)dx> =0
n—-+oo n—-+oo

a

a

donc ¢ f intégrable au sens de Riemann sur [a; b] et :



b

b b b
f(c f(x))dx = nl_igloof 0, (x)dx = lim cf o, (x)dx = c f f(x)dx

a

3) Produit de fonctions

Posons :
O = Onn

alorsV x € [a; b] :

F g () — 0,01 = £ () g(x) = 9 () ()]

= [(F®) = 92 (@) 9() + 9, @) (9(0) — Y (x)))|
donc:

() + g (@) — 6,00 < If @) — () g + 19(x) = ¥ ()| 10 ()]
soit :
FG0) + g (@) = B, (0| < () 9GO + B ()| 9 ()]

Or f étant intégrable au sens de Riemann sur [a;b], elle est bornée. Soit donc M un
majorant de |f| sur [a;b]. Nous avons vu qu’il était possible de prendre une suite
d’approximation ¢,, telle que M soit un majorant de la valeur absolue de chaque ¢,,. Nous
avons alors en notant N un majorant de |g| sur [a; b] :

Vx€la;b]: [f(x)+g(x) = 0,0 < an(xX) N+ Bp(x) M

Posons :
Yn(xX) = an(X) N + B (x) M
alors :
[f () + g(x) = 0,(xX)| < (%)
et:

b b b
lim [ y,(x)dx = lirP Nfan(x)dx+Mfﬁn(x)dx =0
n—->+4oo
a

n—-+oo
a a

donc f X g intégrable au sens de Riemann sur [a; b]



4) Valeur absolue

Posons :

O, = |(pn|’ Yn =y

alorsV x € [a; b] :

IF GO = 6,0 = [If G = 1@n (| < 1f (%) = @n ()] < an(x)

Donc |f| intégrable au sens de Riemann sur [a; b]

5) Sup et Inf de deux fonctions

Il suffit de noter que :
1
Sup(f,.9) =5 (f+g+If —gD

1
Inf(f,9) =5 (f+g—1If —gD
En effet pour deux nombres réels x et y quelconques on a:

Ou bien x > yet:
1 1
Sup(x.y)=x=§ (x+y+x—y)=§ x+y+lx—yD
1 1
Inf(x,y)=y=5 (X+y—(x—y))=§ (x+y—1lx—yl
Ou bien x < yet:

1 1
up\x,y)=y=s X7 y—-xXx—-y))=5 X1y xX—=y
Sup(x,y) > (x+y—( )) 5 Gty +| D

1 1
Infxy)=x=3 (x+y+(x—y))=§ (x+y—Ix—yD



A noter que cela se voit aisément sur un schéma :

B =

Inf(x,y) = (x+y) Sup(x,y)

D
— |x = vl
5 1=

6) Inverse

Soit m un réel strictement positif minorant de f. Nous avons qu’on peut trouver une suite
d’approximation ¢,, telle que :

Vx€la;b]:m< @,(x)

Posons :
O (x) = :
Pn(x)
alors :
=) =l el = gDf((jcc)) | |§((a;))|—|$((;c))l|
Donc:
V€ lab): |}% ~6,00)| < 7 (x)c_x";”(x)' < “”C(Zx)
et:
) )
i, [ 520 = i 5 [ ancos =0

1 . , .
Donc; est intégrable au sens de Riemann sur [a; b]



11) Propriétés de comparaison

Si f et g sont intégrables au sens de Riemann sur [a; b] alors :

Si f > Osur[a; b] alors :

b
ff(x) dx=>0

Si f = g sur[a; b] alors :

b

fbf(x) dx > jg(x) dx

a

Preuve :
Si f = 0 sur [a; b] alors il existe une suite d’approximation ¢,, qui vérifie :
VneN VxE€E|[a;b]:¢p,(x) =0

Donc:

b
J(pn(x) dx >0

a

Par passage a la limite :

b
jf(x)deO

Si maintenant f > g sur [a; b] alors f — g = 0 donc:

b
f (FG0) — g(x)) dx = 0

soit par linéarité :

b

ff(x)dx—fg(x)dxzo

a

d’ou:




b

fbf(x) dxzfg(x) dx

a

12) Relation de Chasles

Si f estintégrable au sens de Riemann sur [a; b] alors on définit :

a b
bff(x) dx = —aff(x) dx

f estalors intégrable au sens de Riemann sur [a; c] et [c; b] pour tout réel ¢ € [a; b] et:

ff(x) dx=ff(x) dx+jbf(x) dx

ff(x) dx=jbf(x) dx+ff(x) dx
a a b

Preuve :

Soit (¢, @) un couple de suites de fonctions en escalier sur [a; b] tels que :

Vx €la;b]: [f(x) = @u(x)] < (%)

et:
b
lim | a,(x)dx =0
n—-+oo
a
Posons :
Vx €la;cl: @in(x) = pp(x),  apn(x) = an(x)
alors :
Vx€la;cl: |[f(x) — ()] < ayn(x)
et
c b
0< J A (x)dx < J Ay (x)dx
a a

Par théoreme des gendarmes, on en déduit :




Cc

lim | a;p(x)dx =0
n—+oo
a

Donc f est intégrable au sens de Riemann sur [a;c]. Le méme raisonnement se fait sur
[c; b]

Posons :
Vx €E[c;b]: @0pn(x) = op(x),  azp(x) = ap(x)
alors :
Vx€l[ch]: |f(x) — @an(X)| < azn(x)

Et:

b

lim f Ayp(x)dx =0
n—-+oo

(o

Nous avons :

Cc

lim | @1,(x) dx = jf(x) dx

n—-+oo
a

b b
Jim [ o) dx = [ £G0) dx

D’autre part :

[ b b

J P1n(x) dx + j Pan(x) dx = f Pn(x) dx

a c a

Par passage a la limite, il en résulte :

ff(x)dx+ff(x)dx=ff(x)dx

En particulier :

ff(x) dx=be(x)dx—ff(x)dx=be(x)dx+ff(x)dx
a a c a b



13) Premiére formule de la moyenne

Si f estintégrable au sens de Riemann sur [a; b] posons :

m = Infig,(f) M = Supgn (f)

alors :
b
ik € [ m;M]: ff(x)dxzk(b—a)
a
En particulier, si f est continue sur [a; b] :

b
3¢ €la;b: ff(x)dx=f<c)<b—a)

Avant de faire la preuve, établissons un préliminaire :

Si f est continue, positive ou nulle, mais non identiquement nulle sur [a; b] alors :

b
jf(x)dx> 0

Preuve du préliminaire :

Soit x, € [a; b] tel que : f(xy) # 0 alors par continuité en x,, il existe un intervalle de la
forme [x, — a; xg] ou [xg; xo + @] avec a > 0, inclus dans [a; b] et sur lequel la fonction est
strictement supérieure a f(xy)/2. On a alors

b X0 X9
[r@axz [ reax> ff(§0)dx=f(x°)a>0

2

ou

Xot+a Xota

b
[rwarz [ rwarz | &) 4 LEDE

2




Preuve initiale:
1% cas: m = M, soit f constante sur [a; b] donc, en posant :

_a+b
‘=

b
[r@ax=me-a=ro0-

2°™ cas:m < M
Vx€la;b]: m < f(x) <M

Par comparaison :

b b b
fmdxs ff(x)dxg fde

donc:

b
m(b—a)< ff(x)deM(b—a)

b
1
< — dx <M
m_b_aff(x) x <
a
On pose alors :

b

1
kszf(x)dx

a

et on obtient le résultat cherché

Si f est continue sur [a; b], alors, sachant que les fonctions f — m et M — f sont continues,
positives ou nulles et non identiquement nulles sur [a; b], on a:

b

fmdx< ff(x)dx< fde

a

Soit :



b
1
m<k—mff(X)dX<M
a

f étant continue sur [a; b] atteint ses bornes donc :
3 (w,v) €la;b]*>: m=f(u) M= f(v)

le théoréme des valeurs intermédiaires montre qu’il existe unréel ¢ € Ju;v[siu < vou
Jv;u[siv <udoncc € ]a;bltel que:

k=f()

Il Sommes de Darboux et de Riemann

1) Théoréeme fondamental

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a;b] , S[a; b] 'ensemble des
subdivisions de [a; b] et o un élémentde S[a;b]: a=xy < x; << x, = b dontle
pas est défini par :

p(0) = Suppon-171x k1 — X
Posons pour k € [0;n — 1] :
my = Infiy, 2, 1(F) My = SUppz,; x,,,10)

alors:

Ve€]0;+oof I3 €]0;+00[: Vo ES[a;b] V (Vi )k=0an-1° Yi € [my; My]:

b n-1
p@ <n = |[ F0dx =)y s — 0| <
a k=0

Preuve :

b n-1
[ Fedx = v pa-x)
a k=0




n—-1 Xk+1 n—-1 Xk+1
=z f f(x)dx—z J Y dx
k=0 x, k=0 x,

n—-1 Xk+1

=Y | t@-ya
k=0 xp

Donc:

n—-1 Xk+1

b e
ff(x)dx—i)’k (X 41 —Xk) Sz J |f(x) — yi ldx
a k=0 k=0 x,

Soit (¢, @) un couple de suites de fonctions en escalier sur [a; b] tels que :

Vx€la;b]: [f(x) — om0 < ap(x)
et:

b

lim | ap(x)dx=0
n—-+oo
a

Notons g,,, une subdivision adaptée a ¢,, et a,, désignée par la suite:a =t, <t; < -

tpm)
Deux cas peuvent alors se présenter pour chaque k € [0;n — 1]
1% cas :

Lintervalle [xj ; X ;41 ] estinclus dans un des intervalles [tj; t]-+1] alors :

Vx€ [xk; xk+1] : <pm(x) - am(x) < f(X) < (pm(x) + am(x)

donc:
P (%) = (%) < My < Yie < My < @ () + @ (x)
soit :
|0 (%) = Y| < am (x)
On aalors:

X k+1 X k+1

f £ () = i ldx = f FG0) = @) + P () — Y 1dx

Xk Xk

<



X k+1 X k+1 X k+1

f FGO) — yieldx < f |f<x>—<pm<x>|dx+f |0 () — i ldx

Xk Xk Xk
.X'k+1 xk+1
| r@-yar=z [ an@ dx
Xk Xk
2°™ cas :

Uintervalle [x;; X441 ] n’est pas inclus dans un des intervalles [ j+1] donc contient au

] l
moins un point de la subdivision g;,,. Alors, en notant M un majorant de |f| sur [a; b],on a:

VX €E[xe; Xpsr1] 2 If) =y | S IfGO+ |y | <£2M
X k+1

] FOO) = yildx < 2M (tisr —x4) < 2 M p(0)

Xk

Notons I; I'ensemble des entiers k correspondant au premier cas et I, celui des entiers k
correspondant au deuxiéme cas. Nous avons alors :

ff(x)dx—zyk (s —x0)| <2 ) j @) dx+ ) 2M p(o)
kEly x kel,

Or le nombre d’éléments de I, est inférieur ou égal a 2 p(m) donc:

b

b n-1
[r@ax= v G 2| <2 [ an(@) dx+ 4 M pm) p(o)
a k=0

a

En fixant alors une valeur m telle que :

b

ZJam(x) dx <%

a

puis en prenant une valeur 7 telle que :
£
0<4Mp(im)n< 5

On aalors:



b n—1
p@<n = [ f@dr= v G —x0)| <e
a k=0

2) Sommes de Riemann a pas régulier

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a;b] , S[a; b] 'ensemble des
subdivisions de [a; b] et o un élément de S[a; b] a pas régulier c'est-a-dire une suite
a=xy < xq4 << x, =b pourlaquelleona :

b—a
n

VKeE[On—1] xppq — X =

autrement dit :

b—a
Vke[O;n] : x, =a+k

alors, une somme de Riemann a pas régulier est une suite de la forme :

n-1
A ZZf(Ck) (X k1 —X1)
=0

ou VKE[O;n] : cg € [xp;Xgs1]

etona:

b

lim §, = Jf(x) dx

n-+oo
a

Si ¢, = x;, la somme est qualifiée de petite somme de Riemann et si ¢, = x;,1 la
somme est qualifiée de grande somme de Riemann.

Preuve :

C’est une conséquence directe du théoreme fondamental car le pas de la subdivision
réguliere associée a S, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.




IV Calcul intégral a I’aide de primitive

1) Théoréme du calcul intégral par primitive

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a; b] admettant sur cet intervalle
une primitive F, c'est-a-dire, une fonction dérivable sur [a; b] telle que :

Vx€l[a;b]: F'(x) = f(x)

alors:

b

[ £G0 dx = Fb) - F@ = PG00

a
La quantité [F(x)]2 est appelée crochet de variation de F entre a et b et a les mémes
propriétés de linéarité que l'intégrale, a savoir, c étant un réel quelconque :

[F(x) + 6]} = [F(x0)]8 + [6(0)]

[c F(0)]g = c [F(x)]q

Preuve
Soit une subdivision réguliére de [a; b] en n parties égales désignée par :
a=xy < x << x,=b

alorsona:

n-—1
FO) = F@ = ) (F(tn) = F(x,))
k=0

Le théoreme des accroissements finis assure I'existence d’une suite finie de réels ¢, €
1%k 5 X1 [ tels que :

F(xge1) — FQx) = F'(cp ) (g — xx) = fcp ) (tpr — xi)

donc:

FO) = F@ = ) f(6) Gt = %)
k=0




La quantité du membre de droite est une somme de Riemann associée a f sur [a; b]. Par
passage a la limite, on en déduit :

b
F(b) — F(a) = ff(x) dx

Voyons la linéarité du crochet de variation :
[F(x) + G(x)]15 = (F(b) + G(b)) — (F(a) + G(a))
= (F(b) - F(@) + (G(b) — G(a)) = [F(0)]E + [6()]}

[c F(x)]5 =cF(b) —cF(a) = ¢ (F(b) — F(a)) = c [F(x)]}

2) Exemples simples de calcul

sin (x) dx = [—cos (x)]g =1

O — i
3



V Continuité et dérivabilité des fonctions intégrales

1) Théoréme fondamental

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a; b] et ¢ € [a; b]. Considérons la
fonction définie sur [a; b] par :

X

F(x) = ff(t) dt

c

alors F est continue sur [a; b]

Si de plus f est continue sur [a; b] alors F est dérivable sur [a; b] et :

Vx€la;b]: F'(x)=f(x)

Preuve :

Soitx, € [a;b] ethtelquex, + h € [a; b] alors:

x0+h X0 x0+h

F<x0+h>—F<xo)=f f(t)dt—ff(t)dt=f @) dt

donc, en notant M un majorant de |f| sur [a; b] :

sih>0
Xo+h Xo+h
|F(x0+h)—F(x0)ISJ |f(t)|dtsf M dt=Mh
X0 X0
sih<0

|F(xo +h) —F(xo)| < flf(t)ldts JMdt=M(—h)

XO+h x0+h
Donc par théoréme des gendarmes :

}llrr(l)F(xO +h)—F(x0) =0




F est donc continueen 0

Si de plus f est continue sur [a; b] alors :

si h > 0, lorsque ce cas est a considérer :

x0+h

F(xqg +h) —F(x, 1
(xo +h) = F(xo) _ Ef £(8) dt — f(xo)

h

— f(xo)

Or d’apres la formule de la moyenne, il existe c(h) € |x;x, + h[ tel que :

x0+h

[ r@ae=nrteam)

Donc:

.X'o+h

1
Ef f@)de—flxo)| = |f(c(h)) = fxo)|

Or:
X9 <c(h)<xy+h
D’apreés le théoreme des gendarmes :

hli_)rgl+ c(h) = x,

Donc par continuité :

li h)) =

Jim f(c(h) = f(xo)
D’ou :

lim F(xo +h) —F(x,) = Flxy)

h—0*t h

Un travail analogue pour h < 0 lorsque ce cas est a considérer, conduit a:

lim F(x, +h})l—F(xO) ~ flxy)

h—-0~

Donc F est dérivableen x et:

F'(xo) = f(xo)



2) Conséquence pour les intégrales a bornes variables

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a; b] et u et v deux fonctions
dérivables sur un intervalle I de R telles que u(I) et v(I) soient inclus dans [a; b].
Considérons la fonction :

v(x)

g(x) = f @) dt
u(x)

alors g est continue sur [a; b]

Si de plus f est continue sur [a; b] alors g est dérivable sur [a; b] et :

vVxelab]: g'(x) =v'(x) f(v(x) — u'(x) f(u))

Preuve :

Il suffit de noter que :

v(x) u(x)

9= [ r@a- [ roa

Et de noter :

Fx) = ff(t) dt

On a alors :

g(x) = F(v(x)) — F(u(x))

Et on applique les propriétés de la composition pour la continuité et la dérivabilité.




VI Intégration par parties

1) Théoréme d’intégration par partie

Soit u et v deux fonctions telles que u’ et v’ soient intégrables au sens de Riemann sur
[a; b] alors :

b b
.fu’(x) v(x) dx = [u(x) v(x)]2 - f u(x) v'(x) dx
Preuve :
Ona:
Vx € [a; b] : (u(x) v(x))’ =u'(x) v(x) + ulx) v'(x)
donc:

b b
j(u(x) v(x))’ dx = f(u’(x) v(x) + u(x) v'(x)) dx

Soit, en utilisant la linéarité de I'intégrale et le théoréme de calcul intégral par primitive :

b b
[u(x) v(x)]s = ju’(x) v(x) dx + J u(x) v'(x) dx

Il en résulte I'égalité cherchée.

2) Exemples d’usage

Les fonctions produit d’'un polynéme par une exponentielle ou un logarithme s’intégrent
facilement. Voyons deux exemples :




Exemple 1 :

Soit a calculer :

On pose:

alors :

Et :

1
I=f(x2+3x—1)e‘xdx
0

u(x) =x*+3x-1, v(x)=e™*

u'(x) =2x+ 3, v(x) = —e™*

1
I=[(x*+3x—1) (—e™)]} - f(Zx +3) (—e™) dx
0

1
I =[(—x?—-3x+ 1)e‘x](1)+j(2x+3) e ¥ dx
0

Et on refait une intégration par partie en posant :

alors :

u(x) =2x+ 3, v'(x)=e*

u'(x) =2, v(x) = —e™*

1
[= [ =3x+ 1) e+ [@x+3) (ce ™y = [ 2 (e ax
0

I=[(—x?-3x+1)e*|§+[(-2x —3) e™]§ — 2 [e7*]}

Et on finalise, par linéarité du crochet de variation :

I=[(—x?—-5x—4)e™*]}

A cette étape, la fonction entre crochet est une primitive de la fonction initiale a intégrer.

On a au bout du compte :

I=—-10e 1 +4



Exemple 2 :

Soit a calculer :

2
I = f(xz + 3x — 1) Ln(x) dx
1

On pose:
uw(x)=x*+3x—-1, v(x) = Ln(x)
alors :
1 1
ux) =-x3+-x*—-x, V() =-
3 2 X
Et:

2

=[5 43 ) o] [ (g ) 1
= 3x Zx x n(x)1 3x Zx xx X

1

2
=[G 43 ) mco] [ (o5 x-1) ¢
= 3x zx X n(x)1 3x Zx X
1

2

1 3 2 n 3
I = [(§x3 +2 x? —x) Ln(x)]1 — [8x3 +2 x? —xL

1 3 1 3 2
I = [(—x3+—x2—x> Ln(x)—€x3——x2+x]
1

3% T3 4
I = (8+6 2)L(2) 8 342 (1 3+1>
—\\3 n 6 6 4
20 29
=2 ) -2
3 ) - 73

A noter qu’avec le logarithme, a la différence de I'exponentielle, il n’y a qu’une intégration
par partie a effectuer



VIl Changement de variable

1) Théoréme de changement de variable

Soit f une fonction continue sur [a; b] et g une fonction de classe C sur un intervalle
[c; d] telle que g([c; d]) < [a; b] alors

si (a,b) = (g(c), g(d))

b d

f f(x) dx = f flg®) g'®dt
Si (a,b) = (g(d), g(c)

b c
[ 1o ax= [ rg@) g @t
a d

D’un point de vue pratique, on pose :
x=g(t)
et on différencie I’expression :
dx = g'(t) dt

On remplace ensuite dx et les bornes a, b dans I'intégrale initiale par leurs
correspondants en t

Preuve :

1" Cas: (a,b) = (g(c), g(d))

Considérons les fonctions suivantes définies sur [c; d] par:

y
H(y) = f f(g(0) g'(Ddt

g

K(y) = f £ dx

g(c)




Ces deux fonctions sont dérivables sur [c; d] et on a pour tout y de [c; d] :

H)=f@®») g ®)
K@) =f@®») g ®)

Donc:

H'(y) = K'(y))

Il existe donc une constante A telle que pour tout y de [c; d] :

H(y)=K({y) +4

Orpoury =c¢
H(c)=K(c)+ 4
Donc:
A=0
D’ou :
H(y) = K(y)

En particulier poury = d

9@ d

| r@ax= [ s g@a

9(c) c

qui est la relation cherchée.

2°™ Cas: (a,b) = (9(d), g(c))

La démarche est analogue

2) Exemple d’usage

Soit a déterminer sur [0; 1] une primitive F de la fonction :

f(x) =4/1—x?

Nous pouvons prendre :

X

F(x) =f\/1—y2dy

0



Posons :
y = sin(t)
dy = cos(t) dt
\/1——3/2 dy = \/Tnz(t) cos(t) dt = |cos(t)| cos(t) dt
Or nous pouvons prendre :
x = sin(d) avecd = sin™1(x)
0 = sin(c) avecc = sin™1(0) = 0

Nous avons alors :
Vte[cd]: cos(t) =0

Donc:
sin~1(x) sin~1(x)
F(x) = j cos?(t) dt = J 1++S(2t) dt
0 0
sin~1(x)

1 1
F(x) = [Et +Z sin (2 t)]
0
1 1
F(x) = Esin‘l(x) + 7 sin (2 sin™1(x))

1 1 . L
F(x) = 5 sin 1(x)+Z>< 2 sin( sin™1(x)) cos ( sin~t(x))

1 1
F(x) = Esin‘l(x) +§ x41—x2



VIl Intégrale des fonctions paires, impaires et périodiques

1) Fonctions paires

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [0; b] avec b > 0 et
paire sur [—b ; b] alors f est intégrable au sens de Riemann sur [—b ;0] et :

0 b
_fbf(x) dx=0ff(x) dx

Preuve :

Soit (¢, @) un couple de suites de fonctions en escalier sur [0; b] tels que :

Vx €[0;b]: |f(x) — pn(0)] < an(x)

et:
b
lim of ot (x) dx = 0
Posons :
Vx €[=b;0]: ¢1,(x) = pp(—x),  a1n(x) = an(—x)
alors :
Vx €[=b;0]: |f(x) — @12 = If (=%) — op(—3)| < an(—x) = azp(x)

et:

0

b
lim a1, (x) dx = lim f ap(x)dx =0
n—+oo n—+oo

~b 0

Donc f est intégrable au sens de Riemann sur [—b ; 0] et :

0 0 b b
f(x)dx = lim Pin(x)dx = lim [ @,(x)dx = | f(x)dx
__[ n—-+oo _Jb‘ n—->+oo bl‘ bf




2) Fonction impaire :

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur un intervalle [0 ; b] avecbh > 0 et
impaire sur [—b ; b] alors f est intégrable au sens de Riemann sur [—b ;0] et :

0 b
_fbf(x) dx = —Off(x) dx

Preuve :

Analogue au cas paire

3) Fonction périodique :

Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [0 ;T] et périodique de période T
alors pour tout réel a, f est intégrable au sens de Riemannsur [a;a + T]et:

a+T T

J- f(x) dxzoff(x) dx

Preuve :
Soit (¢, @) un couple de suites de fonctions en escalier sur [0; T] tels que :

Vx €[0;T]: |f(x) = on(x)]| < an(x)
et:

T

lim | a,(x)dx =0
n—+oo
0

Soit m I'unique entier relatif tel que :
as<mT<a+T

autrement dit tel que :

Posons :




Vx€lamT]: g1n(x) =@ulx—(m—-1T), a;,(x)=a,(x—(m—-1)T)
Vx€e€lmT;a+T]: ¢1n(x) =p(x—mT), ap(x)=a,(x—mT)
alors :
Vx €la;mT]: |f(x) =@ =1f(x—(m-1DT)—g,(x—(m—-1)T)|
If () = 1) S an(x —(m =D T) = ay,(x)
VxemT;a+T]: |f(x) — @) =f(x—m T) — @,(x —m T)|
If () = @1 < an(x —m T) = ay,(x)

et:

a+T

T
lim ap(x) dx = lim J ap(x)dx =0
n—-+oo n—+oo

a 0

Donc f est intégrable au sens de Riemannsur [a;a + T] et :

a+T a+T T

! fO) dx = lim, f Pua(x) dx = lim. Of on () dx = OfT F00 dx



