Inégalité de Young et inégalité de Holder

1) Inégalité de Young

Commencons par un cas simple :

Soit x et y deux réels quelconques. Alors :

x2 2
xys7+y7

Cela est la conséquence du développement de (x — y)? lequel est positif ou nul.

Cette inégalité se généralise a deux réels x et y positifs ou nuls quelconques sous la forme suivante :

v (y) € [0, 40V (p,q) € [1+00[ ¢ ~+ =1 Y
X,y , +oo[“, D.q ,Foo[f: —+—=1=2xy< —+—
Pp q pr q
Avec égalité si et seulement si x? = y4
Une autre version est :
1 1 11 5
V(x,y)e[0,+oo[2,V(p,q)e[1,+oo[2=5+a=1=xpyqs5+g

Avec égalité si et seulementsix =y

Version qui s’interprete comme le fait que la moyenne géométrique pondérée de deux nombres
positifs ou nuls est inférieure ou égale a leur moyenne arithmétique pondérée.

Preuves :

Introduisons pour y > 0 fixé, la fonction :

xP  yd
f6)=—+=—xy
p q

f est dérivable sur [0, + o[ et :

foo=x""t—y
Donc:

1
flx) >0 x> yr-1

1 1
f est donc strictement décroissante sur [O, yp-1| et strictement croissante sur [yp-l, +00[ donc

1
présente un minimum en y»-1, Ainsi :

v € [0,+oo[: f(x) f(yvlTl)

Notons que :




—=g-1
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Alors :
1 L yP @1 ya ) 1 y4
f<yp‘1>=f(yq‘ )=———+——y? y=<——1> yi+—-y1=0
p q q q
Ainsi :
xP  yd
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Soit :
xP  yd
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p q

Etily a égalité si et seulement six = y9~1 soit x? = y4.

La seconde version découle de la premiére

2) Inégalité de Holder

Commencons par un cas simple :

Soit (x1, %3, ..., Xp), €t (¥1, Y2, ..., ¥n) deux n —uplets de réels positifs ou nuls. Alors :

i=1 i=1

1
2

Ceci est I'inégalité de Cauchy Schwarz associée au produit scalaire canonique sur R™,

Cette inégalité se généralise sous la forme :

V (X1, X2, oo X, Y1, V25 s V) € RZV (P, q) € [1, +00[? :

1 1
1 1 n n P n q
L Yy (Ve ) (D
p q L iYi i L Yi
i=1 i=1

i=1

Preuve :

Notons que si tous les x; ou tous les y; sont nuls, I'inégalité est triviale. Nous nous placerons donc
dans l'autre cas. Alors :

n

n
le'p>0, Zyl’p>0
i=1

i=1

Posons alors pour tout i € [1,n] :




@ = 1 b= 1
(L, xP)P (B, »i7)d
Et appliquons I'inégalité de Young :
alp biq
aib < —+—
q
Donc:
n n n
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Zalbl =- Zaip+—zblq =—4+-=1
i=1 P 1+ P q
Dol :
n
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Et finalement
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