Loi de composition-groupes

Les opérations naturelles sur les nombres, addition, multiplication, dont découlent
soustraction et multiplication, ont fait apparaitre des propriétés qui vont conduire aux
concepts de loi de composition interne et de structures tels que groupes, anneaux, idéaux et
corps.

I Loi de composition interne

Etant donné un ensemble E, une loi de composition interne sur E est une application f de E X E
dans E.

Exemples :
1) L’addition sur les entiers naturels est une loi de composition interne sur N :

. NXN->N
f (n,m)>n+m

2) La multiplication les entiers relatifs est une loi de composition interne sur Z :

. ZXL—T
fe (n,m) >nxm

3) L’application suivante est une loi de composition interne sur R?

£ RZ x RZ - R2
() y) o ex' —yy xy + yx)

C’est d’ailleurs le produit sur les nombres complexes comme nous I'abordons sur le fichier consacré
a la construction des nombres complexes.

Attention : La division sur les nombres réels ne définit pas une loi de composition interne sur R car le
couple (1,0) n’a pas d’'image, mais la soustraction oui.

Il Groupe

Afin d’étendre les propriétés des lois internes d’addition et de multiplication sur les nombres
a des objets plus vastes, on qualifie de groupe, tout ensemble E muni d’une loi interne f, dont



nous noterons I'image d’un couple d’éléments de E sous la forme f(x,y) = x L y (prononcer x
truc y ) possédant les trois propriétés suivantes. :

1) Laloi L est associative :

V(x,y,2) EE3: (xLly)lz=x1(ylz)

2) |1l existe un élément neutre pour la loi L

Jde eE:Vxe€EE: xle=elx=x

3) Tout élément posséde un symétrigue pour la loi L

VxeE: 3y eExly=ylx=e

Le groupe est dit commutatif ou abélien si, en plus, la loi est commutative :

(x,y)€EE?: xly=ylx
y y=Yy

Propriétés et notations

Propriété 1

1

Un élément x d’un groupe admet un unique symétrique que nous noterons x~— (notation

d’inverse) sauf lorsque la loi est notée + auquel cas nous le noterons sous forme d’opposé (—x)

Notons que I'on a alors :

Vx€eE :(x‘l)_1 =x

Preuve de l'unicité du symétrique :

Soit (y, z) un couple de symétriques d’un élément x quelconque, alors :

xly=e
En composant a gauche avec z:

zl(xly)=zle
En appliquant I'associativité :
(zlx)Ly=z

D'ol:

ely=z

Finalement :




Propriété 2

Soit (I, L) un groupe d’élément neutre e, alors on note :

X =e

Et pour tout entier naturel n :

x"=x1lxl--1lx

(x‘l)n =x11x1...1x1

Ou x apparait n fois

On aalors:

VXEF: (x‘l)n = (x")"! quiseranoté x"

()" =

Preuve
Par récurrence sur n € N en notant P(n) la premiére des propriétés précédentes.
Initialisation : pour n =0
(x)=e
(xD 1=e1=¢e
Donc P(0) est vraie
Hérédité :
Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Alors :
(x~ D™ 1+ = (D" Lx~1) L (x L x™)
=DM L(x T Lx) L™
=(x™M1tLlLelx"
=" tLlx"=e
En remplacant dans cette relation x par x ™1 :
XML ()M = e
On en déduit :

(xn+1)—1 — (x—l)n+1




Donc P(n + 1) est vraie
Conclusion :

P(n) est vraie pour toutn € N

Exemples de groupes commuatifs :

(Z,+) est un groupe commutatif mais pas (N, +) car 1 n’a pas de symétrique dans N mais dans Z, le
symétrique étant par ailleurs I'opposé.

L'ensemble des rotations du plan de centre l'origine d’un repére de ce plan forme un groupe
commutatif pour la composition des rotations.

(Q*,%) est un groupe commutatif ol le symétrique d’'un nombre est son inverse.

Exemple de groupe non commuatif

Définissons sur un ensemble [E formé de tableaux de nombres réels a deux lignes et deux colonnes
appelés matrices 2 x 2, la loi interne suivante, qualifiée de produit matriciel :

b &G @)=Gaty soto)
On note alors d’une part :

6 &G DG @=Catar setin) G )
_ (a a'a"+cb'a"+ac'h"+cdb" aadc"+chb'c"+ac'd" +c d’d")
ba'a"+dba"+bc'b"+dd'b" ba'c"+dbc"+bc'd" +dd'd"
D’autre part :
G -G )G =G D-Gator roted)
(a aa"+ac'h"+cb'a"+cdb" aadc"+ac'd +chb'c"+c d’d")
ba'at+bd b'+db'a"+dd'b" bac"+bc'd+dbc’'+ddd"

On constate donc :

G &G G @)=CG DG @) -G &)
La loi est donc associative.

En revanche, elle n’est pas commutative comme le montre I'exemple simple :

(b G D=6 1



GG -G D

Notons alors qu’il y a un élément neutre :
a c 1 0y_(1 0 a ¢y _(a c
(b d)*(o 1)‘(0 1)*(b d)_(b d)

Et que:

Autrement dit, si on se restreint aux seules matrices 2 x2 telles que a d — b ¢ # 0 (cette quantité est
appelée déterminant de la matrice) alors, toute matrice posséde un symétrique pour la loi * car :

d c d c

(Z Ccl)* ad—bbc _ada—bc _ ad—bbc _ada—bc *(Z 2)=((1) (1))

“ad—-bc ad-bc “ad—-bc ad-bc

L’ensemble des matrices 2 x2, muni de la loi interne précédente, a donc une structure de groupe non

commutatif

lll Sous-groupe d’un groupe

Etant donné un groupe (E, 1) et F un sous-ensemble non vide de E, alors I'application f que
représente la loi L sur [E X E définit par sa restriction a [F X [F une application qui n’est pas
nécessairement interne sur [F. Il faut pour cela que I'addition reste stable. On a alors :

(F,L) groupe= V(x,y)EF?:x 1y €F et VX€F:x 1 €F

VXY EF:x1Ly! €F

(FF, L) vérifiant une des propriétés équivalentes ci-dessus est qualifié de sous-groupe de (E, 1)

Preuve

Il suffit de montrer la premiere équivalence, la seconde étant une forme contractée de la premiére.



(=>) Si (IF, 1) est un groupe alors nécessairement la loi interne L est stable sur [F

Le symétrique de tout élément x de FF pour la loi L sur E est également le symétrque pour la loi L
restreinte a [F

(<=) L’associativité de L sur [E induit celle de L sur F

Notons e I'élément neutre de E pour la loi L
Soitx € Falorsx ™' € Fdoncx Lx™'1=e €F
e est donc élément neutre de Fpour la loi restreinte

(FF, L) est un donc un groupe

IV Propriétés des sous-groupes d’un groupe

1) Intersection de sous-groupes

Etant donné deux sous-groupes (F, 1) et (F, 1) d’'un méme groupe (E, L) alors (F N ', 1) est
un sous-groupe de (E, 1)

Plus généralement, 'intersection d’une famille quelconque (finie ou non) de sous-groupes est un
sous-groupe

2) Sous-groupe engendré par un élément

Etant donné un groupe (E, L) et a un élément de E, le plus petit sous groupe contenant a est
I'intersection de tous les sous-groupes contenant a. On I’appelle sous-groupe engendré par a et
on le note (a). Il est défini par :

(a)={a™ : n €7}

Preuve :

Premier point :

Notons [F I'intersection des sous-groupes contenant a. Il est clair que {(a) étant un sous groupe
contenant a,ona:

F c{a)

Comme (a) est le plus petit des sous groupes contenant a et que [ est un sous groupe contenant
on aaussi:

(a) c F




D’ou I'égalité.
Second point :
Notons F={a™ : n €Z}
Soit (x,y) € F? alors :

I(n,m)€EZ?:x=a", y=a™
Donc:

xLlyl=ag"l(@) t'=a"La™=a"™ €F

Donc (I, L) est un sous-groupe de (E, L) qui contient a car a = a'

Or tout sous groupe contenant a doit contenir de fagcon évidente tous les éléments de IF. Donc F est
le plus petit d’entre eux.

Un cas particulier important est celui pour lequel E a un nombre fini d’éléments. Dans ce cas, en
désignant par e I'élément neutre de E

dp eEN: aP=e etsi p>0: Vq e[0;p—1]: al+e

Vvn eN: a”=e = p e Dy(n)

(@) ={a" : n €[0;p—1[}

p qui est le nombre d’élément de (a) est appelé ordre de a
Preuves :
1¥cas: a=e
La propriété est triviale
2™ cas:a # e
{a™ : n € N} est unensemble fini donc :

I(n,m)EN?:n#m et a" =a™
Supposons par exemplen > m, on a alors :

a*l a™m=ag™La™

Soit :

Enposantg =n—m ona:




Posons :

p=Min{qg eN: a9 =e}
Alors si p > 0, on a bien évidemment :

Vq €0;p—1]: a? #e

Soit alors n € N tel que :

La division euclidienne de n par p s’écrit :

3(q,r)EN?:n=pqg+r, 0<r<p

Donc:
alP 1t =e
Soit :
(@)l la” =e
@9La" =e

Finalement :

a’ =e
Donc, puisque: 0 <r<p:

r=0

Donc p divisen

De plus, la division euclidienne montre que

(@)={a" : 7 €[0;p—1I}

3) Groupe monogene ou cycligue

Etant donné un groupe (E, 1), on dit qu’il est monogéne ou cyclique, s’il posséde un élément a
tel que:

E={(a)={a™ : n €7}




4) Théoreme de Lagrange

Etant donné un sous-groupe (I, 1) d’un groupe (E, 1) ayant un nombre fini d’éléments alors le
nombre d’éléments de F divise celui de E.

Preuve :

Notons n le nombre d’éléments de E et m celui de F.

Considérons pour un élément a quelconque de E, le sous-ensemble suivant :
alF={alx: x€eF}

Montrons alors que a L [F a le méme nombre d’éléments que F en considérant I'application
suivante :

F-allF
f: {x—>aJ_x

f est surjective par construction, montrons qu’elle est injective.
Soit (x,y) € F? alors
alx=aly=all(@alx)=a?tLlL(aly)
S @la)lx=@!Lla)ly
>elx=ely
> x=y

Donc f est injective et donc bijective. On en déduit que a L IF a le méme nombre d’éléments que F.

Montrons alors pour (a,b) € E? que les sous-ensembles a L F et b L F sont soit égaux, soit
disjoints.

Supposons pour cela gu’ils aient un élément commun z, alors :
I(x,y)EF?:z=alx=bly
Alors :

a=MbLlLy)Lxt=b1l(yLx



Or IF étant un sous-groupe: y L x™ € F etdonc:
a€b LF
Et:

alF c blF

De fagon analogue :

b=(alx)lyl=al(xly™"

Donc:
bealF
Et:
blF c alF
D’ou I'égalité

Les sous-ensembles a L [F ont donc tous le méme nombre d’éléments que [F (on dit qu’ils sont
équipotents avec [F) et sont soient égaux soit disjoints pour les différentes valeurs de a.

Notons alors g le nombre de tels sous-ensembles distincts que I'on peut former, quand a décrit E.
Onaalors:
gXm=n

Ce qui prouve le théoréme.

V Morphisme de groupes

Un morphisme de groupe est une application d’un groupe (E, 1) dans un groupe (E’, L ") vérifiant :

V,y) €E2: f(x Ly) = f(x) L' f()

On définit son noyau par :

Nf)={x€E: fx)=e}=f"'({e})




Exemple : a étant un réel strictement positif , les fonctions exponentielles de base a permettent de
définir des morphismes de groupe f définis comme suit :

o (@)= Q0 4[)

x - a*

En effet :
V,y) ER*: f(x+y)=a*"Y =a*xa¥ = f(x) X f(y)
Propriété 1 :

Si on désigne par e I’élément neutre de E pour 1 et e’ celuide E' pour L " alors :

fle)=e

Preuve
flele)=f(e) L' f(e)
Donc:
fe)=f(e) L' f(e)
(@) L' fle)=(f(&) L' fle) L' f(e)

D’ou:

e'=f(e)
Propriété 2 :

vxeE: f(x1)=(f@)

Preuve :

Soit x € E alors:

falx™)=fC)L f&x™h)

Donc:
fe) = FO) L' fx)
Soit :
e = f(0) ' fx™)
D'ou:

fFax = (F0)




Propriété 3 :

f injective © N(f) = {e}

Preuve :

(=>) Si f injective alors pour x € E
f)=e'=>fx)=f(e)=>x=e

Donc N(f) < {e}

Réciproquement :

f(e) = e’ donc {e} < N(f) d’ou I'égalité

(:) Si N(f) = {e} alors pour (x,y) € E?:

) =f@)= )L (f()) =e'
S L fyy=e'
>fxly H=eé
=>x Ly teN()
>xLlyl=e
Sx=y

Donc f injective




