Familles libres de fonctions de référence

1) Polynémes

Théoréme :

Soit / un intervalle de R non réduit a un point et P un polynome a coefficients réels (ou
complexes) vérifiant :

vVxejJ: P(x)=0
alors P est le polyndme nul (tous ses coefficients sont nuls)

Cette propriété se traduit par le fait que la famille de polynomes (1, X, X?, ..., X™) est une
famille libre de I’espace vectoriel formé par les fonctions de J dans R

Preuve : par récurrence sur le degré de P, en prenant pour convention que les polyndmes
constants sont de degré 0 y compris le polynéme nul.

Formulons le prédicat Q (n) suivant, pourn € N :

Si J est un intervalle de R non réduit a un point et B, un polyndme de degré n a coefficients
réels (ou complexes) vérifiant :

Vx€J: B(x)=0
alors P, est le polyndme nul (tous ses coefficients sont nuls)
Initialisation : pourn =0

Soit J un intervalle de R non réduit a un point et P, un polyndme de degré 0 donc une
constante notée a, vérifiant :

Vx €J: Py(x)=0

alors :

donc Q(0) est vrai
Hérédité :

Soitn € N tel que Q(n) soit vrai, alors :




Soit J un intervalle de R non réduit a un point et P,,; un polyn6me de degré n + 1 donc
vérifiant :

Vx €] : Ppyi(x) =0
On en déduit en dérivant :
Vx€J: Py (x) =0
donc P, .4 est un polynéme de degré n vérifiant ’hypothése de récurrence, d’ou :

P, 1 est le polynéme nul.

Posons :
Popi(X)=ag+a; X+a, X? + -+ a,,, X*1
alors :
PoriX)=a; X+2a, X+ -+ Mm+1)ay X"
donc:

a=2a,==M+1)a,y; =0

d’ol, en reportant dans P, ;(x) =0

La propriété Q(n + 1) est donc vraie, ce qui achéve la démonstration

Remarque :

Cette propriété peut s’obtenir par voie algébrique en établissant au préalable qu’un
polyndme de degré n ne peut pas avoir plus de n racines distinctes. Mais I'avantage de la
méthode présentée ici est son extension a des familles plus générales, comme nous allons le
montrer avec celles qui suivent.



1) Polynomes-exponentielles

Théoréme : m étant un entier naturel non nul

Soit J un intervalle de R non réduit a un point, (kq, k5, ..., k,;;) un m-uplet de réels ou de
complexes tous distincts, (P4, P,, ..., P,,) un m-uplet de polyndmes a coefficients dans R
ou C, tels que :

Vx €J: Pi(x) e1* + P,(x) ef2* + ...+ P, (x) efm* = 0
Alors tous les polynomes P; sont des polyn6mes nuls
Cette propriété se traduit par le fait que la famille de fonctions (xi eki x) 0<i<n €st une

1<jsm

famille libre de I’espace vectoriel formé par les fonctions de J dans R

Preuve : par double récurrence en commengant par une récurrence sur m
Désignons par Q(m) le prédicat défini dans I’énoncé du théoréme.
Initialisation : pourm = 1

Soit / un intervalle de R non réduit a un point, k; un réel ou complexe, P; un polynéme a
coefficients dans R ou C, tels que :

Vx €J: Pi(x)ef1* =0
alors :
Vx€J: Pi(x) =0
D’apres le théoréme qui précede, P; est le polyndme nul donc Q(1) est vraie
Hérédité :
Soit m > 1 tel que Q(m) soit vraie, montrons que Q(m + 1) est vraie.

Soit donc J un intervalle de R non réduit a un point, (ky, k5, ..., k;, kipe1) Un m+l-uplet de
réels ou de complexes, (P, P,, ..., Py, Pypy1) Uun m-uplet de polyndmes a coefficients dans R
ou C, tels que :

Vx €] : Pi(x) ef1% 4+ Py(x) e*2¥ + o + B (x) e*m¥ + Py (x) efmr1x = 0

Nous allons montrer que tous le polyndmes P; sont nuls. Si P, .1 est nul, c’est I’hypothese
de récurrence qui le dit, sinon, nous allons le montrer par récurrence sur le degré n de P, 4
autrement dit, nous incorporons un raisonnement par récurrence dans un autre
raisonnement par récurrence.




Initialisation : pourn =0

P,,+1 est alors une constante non nulle que nous noterons a. Nous avons alors :
Vx €] : Pi(x)efr* + Py(x) ef2¥ + ... + P (x) e¥m* 4+ g e¥m+1¥ =

On en déduit par dérivation :

vx €] : (P'1(x) + ky Py(x)) €¥1% + (P, (x) + ky Py(x)) e¥2* + -
+ (P () + kpy Bp(x)) ekm* + a ke yy eFmer® =0

En soustrayant cette derniére relation a la précédente préalablement multipliée par k41,
on obtient :

Vx €] (P00 + (ky = kmyg) PL(xX)) €¥1% + (P2 (x) + (kg — kiny1) Po(x)) 2% + -
+ (P'm (@) + (ki = k1) B (x)) €¥m* = 0

L’hypothése de récurrence s’applique et conduit a

Vx €] : P'y(x) + (ky — kpmy1) Pr(x) = P'o(x) + (ky — kppyr) Pp(x) = -+
= Pln(x) + (kn - km+1) Pn(x) =0

Or pour chaque tout indice i de {1,2,...,n} P';(x) + (k; — ky+1) P;(x) est un polynéme de
méme degré que P;. On en déduit que P; est le polyndme nul, puis par report que a, donc
P41, €st nul.

Hérédité :

Soit un entier n = 0 te que la propriété soit vraie au rang n donc pour un polynbme
quelconque P, de degré n. Montrons qu’elle reste vraie aurangn + 1.

Soit donc un polynéme quelconque P,,,; de degré n + 1 tel que :
Vx €] : Pi(x)ef1¥ + P,(x) ek2* 4+ ... + P (x) e¥m* + P . (x) efm+1% =
En dérivant, on déduit :

Vx €]: (P'l(x) + k; Pl(x)) ekix 4 (P'z(x) + k, Pz(x)) ek2x 4 ...
+ (P’ (%) + kg P (%)) €51 % + (P's1 (%) + g Pryr (1) eFmea® =0

En soustrayant cette derniere relation a la précédente préalablement multipliée par k1,
on obtient :

Vx €] : (P'1(x) + (ky — kmyq) Py(x)) e¥1% + (P'y(x) + (kg — kmyq) Pa(x)) eF2% + -
+ (P'n () + (ke — k1) Po(x)) + Py (x) eFmer* = 0



P’ étant un polynéme de degré n, ’hypothése de récurrence s’applique et conduit a :
m

Vx €] : P'y(x) + (ky — kpmy1) Pr(x) = P'y(x) + (ky — kppyr) Pp(x) = -+
= Pln(x) + (kn - km+1) Pn(x) = P,m(x) =0

On en déduit comme précédemment que tous les P; sont nuls pour i dans {1,2, ..., n} et que
P41 est un polynbme constant puis, par report, qu’il est nul, ce qui acheve Ia
démonstration.



