Exponentielles de matrices

Dans toute la suite, on désigne par ]Rf,‘” ,pour p € N*, 'espace vectoriel sur R des matrices uni-
colonnes a n lignes et a coefficients dans R et M, (R) celui des matrices carrées d’ordre p a
coefficients dans R.

| Observations préliminaires :

Rappelons que pour toutréel x € R :

Et formons la somme :

!
k
no D% 0 )
— k _ | k=0
$0= ) 7 P = ny
k=0 \ 0 Z_bk/
|
k:ok'

Rappelons que sur I'espace vectoriel M, (R), qui est de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes et en particulier a la norme infinie définie pour A = (ai]-) € M,(R) par:

4]l = Sup(i,j)e[[1,p]]2{|aii|}
Ainsi pour une suite 4,, = (a;;,,) de matrices et une matrice A = (a;;) de M,(R) on a, au sens
d’une norme quelconque notée || || :

limA, =A® lim|4, - Al =0 |4, — Al =05V () € [1,p]*: lima;, = a;
n—-oo n—oo

n—oo

Les propriétés des limites sur les suites de nombres réels se généralisent alors aux limites de suites
de matrices, ainsi si

lim A4, = A, limB, =B

n—-oo n—-oo
Alors :
rlj_)rg(An +B,)=A+B
lim(4, B,) = AB
Si de plus A4,, et A inversibles alors :

limA4, 1=4"1

n—oo




Ainsi la suite de matrices S,, converge etona:

lim s, = (4 9)

n—oo 0 e

Il parait alors naturel de qualifier cette limite d’exponentielle de la matrice D.

Il est a noter que ce résultat se généralise a toute matrice diagonale D de M, (R) sous forme :

d 0 .. 0 n too e 0 .. 0
0 d2 .'- E 1 1 dz . .
D- .:»_lz_ = Lpeof o e
P TR Lkl Lk Do
o .. =~ d, = = 0 .. =~ e%

Notons que la définition peut encore s’étendre a des matrices diagonalisables. En effet, si on a, avec
D diagonale d’ordre p et P inversible d’ordre p :

A=PDP!
Alors pour tout entier naturel k :
A* = p pk p~1

Ainsi :

11 Exponentielle d’'une matrice carrée

1) Théoréme définition :

Soit A = (a;;) € M,(R) et:

Preuve :
Préliminaire :

SoitA = (aij), B = (bl-j) deux matrices de M,(R) et C = (cij) = A B alors:




P p
v (i,)) € [Lpl?: |cy| = Z Ak byj| < Zlaikl |bi;| < 2 1Al 1Blleo
k=1 k=1

Ainsi :

IABllo <P ||Allo [IB]los

Donc:
142]l0, < p llAll "
143110, = 114% Allw < P2 llAllo°

Et ainsi, pour tout entier naturel k :

lak(| < p* L llAll"

Suite de |la preuve :

M, (R) étant un espace métrique complet pour n’importe quelle norme, nous allons montrer que la
suite (S,,) est de Cauchy pour la norme infinie en considérant pourn € N,m € N* :

n+m 1 n+m 1 n+m 1
- k
Iuim=Sallo = || D7 25 = D0 MM < D) 9 4l
k=n+1 0 k=n+1 k=n+1
Or:
n+m 1 1 n+m 1
k-1 k k
’mn A o — Z T A [e)
D P M = Y @Al
k=n+1 k=n+1
Et:

+00
1
_ k — opllAlleo
Y S Al = e?
k=0

Donc pour € > 0 il existe un entier naturel n, tel que pour toutn € N,m € N* :

n+m 1

= k-1 k
> PNt <
k=n+1

Donc:
”Sn+nl_'5n”w <g&

La suite (S,,) est donc de Cauchy donc elle converge pour la norme infinie et donc pour toute norme.




2) Norme triple

Théoréme définition :

On considére I'application suivante de M, (R) dans R, :

[1Alll; = supxes, {Il4XIl2}

Ou || ||, est la norme euclidienne définie pour X = (x;) € ]R{f,"l par :

Et §, est la sphére unité associée a la norme 2, soit :
§1={XeR: lIXll, =1}
Cette application est une norme sur M',(R) qui vérifie pour tout X € ]R{;","’ :
1A XIl2 < [llAlll2 IXI]2
Et pour tout (4, B) € M,(R)? :

1A B2 < [llAlllz 1IIBlll2

Ainsi :
+00 1 +oo 1
lle*lll, = z— Al < Z— Al = ellllz
’ k=0k! 2 kzok!
Preuve :

[l |ll, est une norme:

Premier point :

Soit A € M, (R) telle que [[|A[ll, = 0 et X € RE°"\{0} alors

i €
Donc:
4t =0
X121,
Donc:
AX=0
Et:




Réciproquement :
l1Iolll2 =0
Ainsi :
lIIAlll; =0 A=0

Second point :
SoitlER:

111 Alll; = supxes, {24 Xll2} = |A] supxes, {l4XIl2} = |21 [IIAlll
Troisiéme point : inégalité triangulaire :
Soit (4, B) € M,(R)? :
Soit X € §; alors::

I(A+B) Xll, =11AX + B X[l < lIAX|l; + [IB XIl; < [IAlll2 + lIIBIll
Donc:

14 + Blllz < lllAlllz + 1Bl

Autres points :

Soit X € ]Rf,"l\{O} alors

T, €O
Donc:
4 x| < ma.
T,
Donc:
s 14 X1 < 1Al
D’ou:

1A X1z < llIAlll2 IX1]2
Et pour X € 5
14 B X1l < lllAlll2 1B XII2 < [IAlll2 Bl
D’ou:

IIIA Bz < [IAlll2 1Bl



3) Norme triple d’une matrice symétrique réelle

Théoreme :

Pour une matrice symétrique réelle A d’ordre p,on a:

I1Alllz = supiep1,ny {12:3
ou les 4; sont les valeurs propres de A.
Et:

ITr(A)| < p |IIAlll2

Preuve :

Considérons une matrice symétrique réelle A d’ordre p. Alors elle est diagonalisable dans une base
orthonormale. Donc il existe une matrice carrée diagonale D d’ordre p et une matrice carrée unitaire
P d’ordre p telles que :

A=pDpp7, pl="p

Or pour tout X € §; il existe un unique Y € Rf,"l telque X = P~1Y, asavoir Y = P X vérifiant
donc:

IYll,2= fyy= XtPP X=X X=|X|l,° =1
Etdonc Y € §;.D'ol:

supxes, {14 XIl2} = supyes, {lA P71 Y2} = supyes, {IIP AP Y5} = supyes, {IDYIl;}

Et donc:

[I1Alllz = [IID1I]

Soit (Pl, P, ..., Pp) les colonnes de P et (/11,/12, ...,/11,) les éléments diagonaux de D. Soit X € §;
alors il existe un p — uplet (xq,x,, ..., x,) de réels tels que :

Etou:
p p
112" = ) xi? IRl = ) xi? =1

i=0 =0
Alors :

p p

AX = Z(xi AP) = Z(xi A Py)

i=0 i=0

Et:

p

1AXI" =) 62 A2

i=0




Supposons alors, sans nuire a la généralité que :

|1] = supieqi,ng {1241}

Alors :
p
1AXI" < ) x? 4y =27
i=0
Donc:
1A X, < 441
De plus:
IIA P1||2 = |/11|; I P1||2 =1
Donc:
HAIllz = 1241
De plus:

p

Tl =D 4 ZM | <p Il =PIl

i=0 i=0

4) Propriété de I’exponentielle de matrices vis-a-vis de la somme :

Soit (4, B) € M,,(R)?. Si A et B commutent alors :

Il en découle que e est inversible et :

() = et

Et pour toutq € Z :

()" = 1"

Preuve :

I
Q |~
b
~
x|~
oo}
=
N————

i ( (m q)! Bm_q)




m=0q=0
+ o0 1 m
m
_ q pm-q
m=0 q=0
+00 1
D @B = et
m=0
De plus:
eA+(=4) — olp — I,
Donc:
A ,-A
e‘e " =1,
Donc e inversible et (e4)™ 1 = e¢~4

Il Equation différentielle vectorielle linéaire du premier ordre

Préliminaire :

On considére, pour A € M ,(R) et X € R5°! la fonction f de R dans R5°! définie par :
f(®) =et4Xx
Cette fonction est dérivable sur R et :

fl(tH)=Aet2X

Preuve :

Soitt € R,h € R* posons :
1
gy = (Fe+R) = f(©) —AetA X

_ (%(e(Hh)A —et4) -4 etA) ¥

1
_ otA (E(ehA_ p)—A) %
Et:
tA 1 hA
lgelle < et Al ||| (en4 = 1) = 4| ¥,
2
Or:
+0o +oo +oo
1 it [l 12
_(p,hA _ _ — k k _ k
= af] =[S ] = 5 < 5
k=2 2 k=2 k=2




Doncsi|h| < 1:

+0o0
1 1
[ (2= 1) - 4| < 101> name
: VYT

Et:

+00 1
lge(llz < Il llet Al <ZE |||A|||2"> X1,
k=2

Ainsi a t fixé, la quantité majorante tendant vers 0 quand htend versOon a :
limg;(h) =0
pm ge:(h)

Donc f est dérivableen t et :

flt)y=Aet4X

On considere, pour A € M, (R), Péquation différentielle suivante pour une fonction Y dérivable
de R dans ]Rf,"’ :

Y =AY
Alors

VEER:Y'(t)=AY(t)oVteR: Y(t) = et4Y(0)

Preuve :
Notons d’abord que pour toute matrice A € M, (R) et tout (X,Y) € ]R{If,"lz:
Y=elXo e dY=X

Ainsi

VEtER:Y'(t)=AY(t)oVEtER:Y'(t)—AY(t) =0
SVteER: et Y (t)—Ae tY(t) =0
evieR: (e7t4Y(@®) =0
oVteR: e t4Y(t) =Y(0)
oVteR:Y(t) =et4Y(0)

IV Matrice positive

Définition
Une matrice A € M, (R) est dite positive si pour tout X € R5°! :

'’XAX=>0




Propriété :
Soit A € M, (R) :

A € M, (R) positive & Vit € [0,+oo[ : [[le”*4]||, <1

Preuve :

(:>) Soit X € ;. Introduisons la fonction Y (t) = e~t4 X. Cette fonction vérifie sur [0, +oo] :
Y'(t) =—-AY(t)

Donc:

Y)Y () =—Y()AY (L)

1 !
(GIr®?) == @ are <o

La fonction qui a une dérivée négative ou nulle est donc décroissante sur [0, +oo[ et donc :

1 2 _1 2
5 IY@®ll" =5 YOl
IY@®ll2 < Y0l
lle7t 4 Xl < I Xll; =1
llle=®4]ll; < 1
(=>) Supposons: YV t € [0,+oo[ : ||le"t4]|], < 1.
Soit X € RS alors :
vte[o,+oof: [leTt4X]l, < X,
Soit 0 < t; < t,etX € R§ alors:
||e—(t2—t1)A e—t1AX||2 < lle~tA x|,
le~24 Xl < lle™4 X,
Introduisons la fonction Y (t) = e~t4 X sur [0, +oo[. Alors :
1Y (&)l < 1Y D2
Donc:
1Y @)ll* < Y @E)ll,”
Donc la fonction || Y(t)llz2 est décroissante sur [0, +oo[ donc sa dérivée est négative ou nulle. Ainsi :
2tY()Y'() <0
—2Y®AY@®) <0

Y)AY() =0




fY(0)AY(0)=0
'XAX =0

Donc A est positive.

V Formules de Trotter-Kato

Formule de Lie Trotter Kato

Soit (4,B) € M, (R)? alors il existe une constante C 45 € |0, +o[ telle que pour tout n € N* et tout
te [0,1]:

t t \" C
2 n

Preuve :
Si A et B commutent, la quantité a majorer est nulle et la formule est évidente

Dans l'autre cas, notons que :
t A+B "
- — (A+
et (4+B) — (e 7 ( ))
Posons donc :

t t t
S, () =entent,  T,(t)=entD
La quantité a majorer est donc :

ISn ()™ = To (©" ]2
Notons également que :

el < oll=m2ll, =55l = Eanaminsi _ o, wan+insm,

t,
1S(11z < |Je7
2

2
NT.Olll, < e|||‘% @B, _  ElA+BIL 1 A+BIl: < o AN+ BIL
Nous pouvons alors faire apparaitre une somme télescopique :
Sn(O)" = Ty ()" =
Sn(O)" = SO, (1)
+Sp (O, (8) — S, ()" 2T ()2
+ ..
+8,(6) T (O™ = T, (O™

Autrement dit :




n-1

Sa(O)" = T (O™ = Z (Sa(O" T, (OF = Sp (O *DT ()
k=0

n-—1

= Z(Sn(t)”‘("“) Sn(©) Tu ()% = S, (O D T, () T, (0)%)
k=0

n-1
= ) S, O ED(5,(0) ~ T (0) Ty
k=0

Ainsi :
n-1
1S2(®" = T (@2 < D ISw@I1:" % 15,5) = Ta(@llz MTR(©N12*
k=0
[1Sn ()™ = Ta ()" Il < m e NAll+ BN )15, (8) — T, (O)l],
En outre :
t t t
S.(t) =T, (t) = e n?enf — gn@HB)
+00 +00 +00
—1)* —1)* —1)k
_ ()Ak ()B"—()(A+B)k
i nk k! i nk k! i nk k!
(-Dk*ta (-1Dk
— q _ k
- Z g A ro (AT B)
(k,q)EN? k=0
I,—A—B+ (-1 Ak B4 L, —(A+B)+ " 1" (A+B)
o nk+a k!l q! nk ki
(k)€
N2\{(0,0),(0,1),(1,0)}
1 -1 k+q _1\k
n2 nk+d-2 k1l q! nk 2 k!
(k,q)€ k=2
N2\{(0,0),(0,1),(1,0)}
Donc:
15, (6) — T (Ol
1 1 " o1 )
S3 n’”q‘—zk'q'”lA”IZ [l Bl +ZM(|”A”|2+|”BH|2)
(k,CI)E ' ' k=2 '
N2\{(0,0),(0,1),(1,0)}
Dol :

C
N1S2 (&) = Ta (Ol < 5



Et:

C Cup
NS, (O™ = T, "], < n e lAll2+I Bl =7

Formule de Trotter Kato

Soit (4,B) € Mp(]R)Z alors il existe une constante C'4p € |0, + o[ telle que pour tout n € N* et
toutt € [0,1]:

|||(e—tA/(2 n) e tB/n e—tA/(Z n))" _ et (A+B) ||| < LA;B
2 n

Preuve :

On reprend la démarche précédente avec :

t t t t
S,(t) =e zn e nB o204, T,(t)=en (4+5)

t

t
e zn4

en

t

B e 2n

t
Alll < omUNAll+IBID < o 1l Alllz+I BIll,

2

ISn(OIll2 <

2 2

Reste valable :
1S, (O™ = Tu ()™l < nelAlFEIL |15, () — T, (©) I,

Et on adapte :

400 +00 + too
(-1 (-1 (—DF (D"
FRCTENON gl Mgl f o) ol ) P ol 0PRSS
n( ) n( ) (2 n)k k! nk ki (2 n)k k! nk k! ( + )
k=0 k=0 k=0 k=0
+oo
(—1)kta+r (—1)*
Ak Bagr _Z— (A + B)*
K+T 1 q k1 gl 11 K 11
(k,q.T)EN? @m)¥nd i qir! =R

Voyons les termes produits par les deux sommes :
en1/n%:

la premiére somme donne les termes correspondants a (k, q,7) € {(0,0,0)} donc le terme Ipetla
seconde donne également [,,. Ces deux termes s’éliminent donc dans la différence.

enl/nt:

la premiére somme donne les termes correspondants a (k, g, ) € {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} donc les
termes :

et la seconde :




Ces termes s’éliminent donc dans la différence.
en1/n?:

la premiére somme donne les termes correspondants a (k,q,r) €
{(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1) } donc les termes :

LAZ+LBZ+LA2+LAB+ ! BA+ ! A?
8 n2 2n? 8 n? 2n? 2 n? 4 n2
= 1 A% + 1 B? + ! AB+LBA
2 n? 2 n? 2n? 2n?

et la seconde :

1 (A + B)? =L(A2 +AB+ B A+ B?)
2 n? 2 n?

Ces termes s’éliminent donc dans la différence.

Ainsi, dans une démarche analogue a la précédente :

!

C
1S, (&) — T, (Oll, < 3

Et:

C' C'yp
1S, (O™ = T, (®O"|], < n e lAll2+1I Bl 5=z



