
Exponentielles de matrices 

 

Dans toute la suite, on désigne par ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙 ,pour 𝑝 ∈ ℕ∗, l’espace vectoriel sur ℝ des matrices uni-

colonnes  à 𝑛 lignes et à coefficients dans ℝ et ℳ𝑝(ℝ) celui des matrices carrées d’ordre 𝑝 à 

coefficients dans ℝ. 

 

I Observations préliminaires : 

 Rappelons que pour tout réel 𝑥 ∈ ℝ ∶ 

𝑒𝑥 =∑
1

𝑘 !

+∞

𝑘=0

 𝑥𝑘 

Considérons alors une matrice diagonale d’ordre 2 : 

𝐷 = (
𝑎 0
0 𝑏

) 

Et formons la somme : 

𝑆𝑛 =∑
1

𝑘 !

𝑛

𝑘=0

 𝐷𝑘 =

(

 
 
 
∑

1

𝑘 !

𝑛

𝑘=0

 𝑎𝑘 0

0 ∑
1

𝑘 !

𝑛

𝑘=0

 𝑏𝑘

)

 
 
 

 

Rappelons que sur l’espace vectoriel 𝓜𝒑(ℝ), qui est de dimension finie, toutes les normes sont 

équivalentes et en particulier à la norme infinie définie pour 𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝓜𝒑(ℝ) par : 

‖𝑨‖∞ = 𝒔𝒖𝒑(𝒊,𝒋)∈⟦𝟏,𝒑⟧𝟐{|𝒂𝒊𝒋|} 

Ainsi pour une suite 𝑨𝒏 = (𝒂𝒊𝒋,𝒏) de matrices et une matrice 𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) de 𝓜𝒑(ℝ)  on a, au sens 

d’une norme  quelconque notée ‖ ‖ : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑨𝒏 = 𝑨⇔ 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

‖𝑨𝒏 − 𝑨‖ = 𝟎⇔ ‖𝑨𝒏 − 𝑨‖∞ = 𝟎⇔ ∀ (𝒊, 𝒋) ∈ ⟦𝟏, 𝒑⟧𝟐 ∶  𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒂𝒊𝒋,𝒏 = 𝒂𝒊𝒋 

Les propriétés des limites sur les suites de nombres réels se généralisent alors aux limites de suites 

de matrices, ainsi si 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑨𝒏 = 𝑨, 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑩𝒏 = 𝑩 

Alors : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝑨𝒏 +𝑩𝒏) = 𝑨 +𝑩 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

(𝑨𝒏 𝑩𝒏) = 𝑨 𝑩 

Si de plus 𝑨𝒏 et 𝑨 inversibles alors : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑨𝒏
−𝟏 = 𝑨−𝟏 



Ainsi  la suite de matrices 𝑆𝑛 converge et on a : 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = (
𝑒𝑎 0
0 𝑒𝑏

) 

Il parait alors naturel de qualifier cette limite d’exponentielle de la matrice 𝐷. 

Il est à noter que ce résultat se généralise à toute matrice diagonale 𝐷 de ℳ𝑝(ℝ) sous forme :  

𝑫 = (

𝒅𝟏 𝟎 … 𝟎
𝟎 𝒅𝟐 ⋱ ⋮

⋮
𝟎

⋱
…

⋱
⋱

⋮
𝒅𝒑

)⇒ 𝒆𝑫 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

∑
𝟏

𝒌 !

𝒏

𝒌=𝟎

 𝑫𝒌 =∑
𝟏

𝒌 !

+∞

𝒌=𝟎

 𝑫𝒌 = (

𝒆𝒅𝟏 𝟎 … 𝟎
𝟎 𝒆𝒅𝟐 ⋱ ⋮
⋮
𝟎

⋱
…

⋱
⋱

⋮
𝒆𝒅𝒑

) 

 

Notons que la définition peut encore s’étendre à des matrices diagonalisables. En effet, si on a, avec 

𝐷 diagonale d’ordre 𝑝 et 𝑃 inversible d’ordre 𝑝 ∶ 

𝐴 = 𝑃 𝐷 𝑃−1 

Alors pour tout entier naturel 𝑘 ∶ 

𝐴𝑘 = 𝑃 𝐷𝑘 𝑃−1 

Ainsi : 

𝒆𝑨 = 𝒆𝑷 𝑫 𝑷
−𝟏
= 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

∑
𝟏

𝒌 !

𝒏

𝒌=𝟎

 𝑷 𝑫𝒌 𝑷−𝟏 = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝑷(∑
𝟏

𝒌 !

𝒏

𝒌=𝟎

 𝑫𝒌) 𝑷−𝟏 = 𝑷 𝒆𝑫 𝑷−𝟏 

 

II Exponentielle d’une matrice carrée 

 

1) Théorème définition : 

Soit 𝑨 = (𝒂𝒊𝒋) ∈ 𝓜𝒑(ℝ) et : 

𝑺𝒏 =∑
𝟏

𝒌 !

𝒏

𝒌=𝟎

 𝑫𝒌 

Alors la suite 𝑺𝒏 converge et sa limite est notée : 

𝒆𝑨 =∑
𝟏

𝒌 !

+∞

𝒌=𝟎

 𝑨𝒌 

Preuve : 

Préliminaire : 

Soit 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗) deux matrices de ℳ𝑝(ℝ) et 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) = 𝐴 𝐵 alors : 



∀ (𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1, 𝑝⟧2 ∶  |𝑐𝑖𝑗| =  |∑ 𝑎𝑖𝑘  𝑏𝑘𝑗

𝑝

𝑘=1

| ≤ ∑|𝑎𝑖𝑘| |𝑏𝑘𝑗|

𝑝

𝑘=1

≤ 𝑝 ‖𝐴‖∞ ‖𝐵‖∞ 

Ainsi : 

‖𝑨 𝑩‖∞ ≤ 𝒑 ‖𝑨‖∞ ‖𝑩‖∞ 

Donc : 

‖𝐴2‖∞ ≤ 𝑝 ‖𝐴‖∞
2
 

‖𝐴3‖∞ = ‖𝐴
2 𝐴‖∞ ≤ 𝑝

2 ‖𝐴‖∞
3

 

Et ainsi, pour tout entier naturel 𝑘 ∶ 

‖𝑨𝒌‖
∞
≤ 𝒑𝒌−𝟏 ‖𝑨‖∞

𝒌
 

Suite de la preuve : 

ℳ𝑝(ℝ) étant un espace métrique complet pour n’importe quelle norme, nous allons montrer que la 

suite (𝑆𝑛) est de Cauchy pour la norme infinie en considérant pour 𝑛 ∈ ℕ,𝑚 ∈ ℕ∗ ∶ 

‖𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛‖∞ = ‖ ∑
1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

 𝐴𝑘‖

∞

≤ ∑
1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

 ‖𝐴𝑘‖
∞
≤ ∑

1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

 𝑝𝑘−1 ‖𝐴‖∞
𝑘

 

Or : 

∑
1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

 𝑝𝑘−1 ‖𝐴‖∞
𝑘
=
1

𝑝
 ∑

1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

(𝑝 ‖𝐴‖∞)
𝑘 

Et : 

∑
1

𝑘 !

+∞

𝑘=0

(𝑝 ‖𝐴‖∞)
𝑘 = 𝑒𝑝 ‖𝐴‖∞  

Donc pour 𝜀 > 0  il existe un entier naturel 𝑛0  tel que pour tout 𝑛 ∈ ℕ,𝑚 ∈ ℕ∗ ∶ 

∑
1

𝑘 !

𝑛+𝑚

𝑘=𝑛+1

 𝑝𝑘−1 ‖𝐴‖∞
𝑘
< 𝜀 

Donc : 

‖𝑆𝑛+𝑚 − 𝑆𝑛‖∞ < 𝜀 

La suite (𝑆𝑛) est donc de Cauchy donc elle converge pour la norme infinie et donc pour toute norme. 

 

 

 

 



2) Norme triple  

 

Théorème définition : 

On considère  l’application suivante de 𝓜𝒑(ℝ) dans ℝ+ ∶ 

|‖𝑨‖|𝟐 = 𝐬𝐮𝐩𝑿∈𝓢𝟏  {‖𝑨 𝑿‖𝟐} 

Où ‖  ‖𝟐 est la norme euclidienne définie pour 𝑿 = (𝒙𝒊) ∈ ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 par : 

 ‖𝑿‖𝟐 = √∑𝒙𝒊
𝟐

𝒑

𝒊=𝟏

 

Et 𝓢𝟏 est la sphère unité associée à la norme 2, soit : 

𝓢𝟏 = {𝑿 ∈ ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 ∶  ‖𝑿‖𝟐 = 𝟏} 

Cette application est une norme sur 𝓜𝒑(ℝ) qui vérifie pour tout 𝑿 ∈ ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 ∶ 

‖𝑨 𝑿‖𝟐 ≤ |‖𝑨‖|𝟐 ‖𝑿‖𝟐 

Et pour tout (𝑨, 𝑩) ∈ 𝓜𝒑(ℝ)
𝟐 ∶ 

|‖𝑨 𝑩‖|𝟐 ≤ |‖𝑨‖|𝟐 |‖𝑩‖|𝟐 

Ainsi : 

|‖𝒆𝑨‖|
𝟐
= |‖∑

𝟏

𝒌 !

+∞

𝒌=𝟎

 𝑨𝒌‖|

𝟐

≤∑
𝟏

𝒌 !

+∞

𝒌=𝟎

 |‖𝑨‖|𝟐
𝒌
= 𝒆|‖𝑨‖|𝟐  

Preuve : 

|‖   ‖|2 est une norme : 

Premier point : 

Soit 𝐴 ∈ ℳ𝑝(ℝ) telle que |‖𝐴‖|2 = 0 et 𝑋 ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙\{0} alors  

1

 ‖𝑋‖2
𝑋 ∈ 𝒮1 

Donc : 

 ‖𝐴 
1

 ‖𝑋‖2
𝑋‖

2

= 0 

Donc : 

𝐴 𝑋 = 0 

Et : 

𝐴 = 0 



Réciproquement : 

|‖0‖|2 = 0 

Ainsi : 

|‖𝐴‖|2 = 0⇔  𝐴 = 0 

Second point : 

Soit 𝜆 ∈ ℝ ∶ 

|‖𝜆 𝐴‖|2 = sup𝑋∈𝒮1  {‖𝜆 𝐴 𝑋‖2} = |𝜆| sup𝑋∈𝒮1  {‖𝐴 𝑋‖2} = |𝜆| |‖𝐴‖|2 

Troisième point : inégalité triangulaire : 

Soit (𝐴, 𝐵) ∈ ℳ𝑝(ℝ)
2 ∶ 

Soit 𝑋 ∈ 𝒮1 alors : 

‖(𝐴 + 𝐵) 𝑋‖2 = ‖𝐴 𝑋 + 𝐵 𝑋‖2 ≤ ‖𝐴 𝑋‖2 + ‖𝐵 𝑋‖2 ≤ |‖𝐴‖|2 + |‖𝐵‖|2 

Donc : 

|‖𝐴 + 𝐵‖|2 ≤ |‖𝐴‖|2 + |‖𝐵‖|2 

Autres points : 

Soit 𝑋 ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙\{0} alors  

1

 ‖𝑋‖2
𝑋 ∈ 𝒮1 

Donc : 

 ‖𝐴 
1

 ‖𝑋‖2
𝑋‖

2

≤ |‖𝐴‖|2 

Donc : 

1

 ‖𝑋‖2
  ‖𝐴 𝑋‖2 ≤ |‖𝐴‖|2 

D’où : 

 ‖𝐴 𝑋‖2 ≤ |‖𝐴‖|2  ‖𝑋‖2 

Et pour 𝑋 ∈ 𝒮1 

‖𝐴 𝐵 𝑋‖2 ≤ |‖𝐴‖|2  ‖𝐵 𝑋‖2 ≤ |‖𝐴‖|2 |‖𝐵‖|2 

D’où : 

|‖𝐴 𝐵‖|2 ≤ |‖𝐴‖|2 |‖𝐵‖|2 

 

 

 



3) Norme triple d’une matrice symétrique réelle 

Théorème : 

Pour une matrice symétrique réelle 𝑨 d’ordre 𝒑, on a : 

|‖𝑨‖|𝟐 = 𝐬𝐮𝐩𝒊∈⟦𝟏,𝒏⟧  {|𝝀𝒊|} 

où les 𝝀𝒊 sont les valeurs propres de 𝑨. 

Et : 

|𝑻𝒓(𝑨)| ≤ 𝒑 |‖𝑨‖|𝟐  

Preuve : 

Considérons une matrice symétrique réelle 𝐴 d’ordre 𝑝. Alors elle est diagonalisable dans une base 

orthonormale. Donc il existe une matrice carrée diagonale 𝐷 d’ordre 𝑝 et une matrice carrée unitaire 

𝑃 d’ordre 𝑝 telles que : 

𝐴 = 𝑃 𝐷 𝑃−1, 𝑃−1 = 𝑃𝑡  

Or pour tout 𝑋 ∈ 𝒮1 il existe un unique 𝑌 ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙 tel que 𝑋 = 𝑃−1 𝑌, à savoir  𝑌 = 𝑃 𝑋 vérifiant 

donc : 

 ‖𝑌‖2
2
= 𝑌𝑡  𝑌 = 𝑋𝑡  𝑃 

𝑡  𝑃  𝑋 = 𝑋𝑡   𝑋 =  ‖𝑋‖2
2
= 1 

Et donc  𝑌 ∈ 𝒮1. D’où : 

sup𝑋∈𝒮1  {‖𝐴 𝑋‖2} = sup𝑌∈𝒮1  {‖𝐴 𝑃
−1 𝑌‖2} = sup𝑌∈𝒮1  {‖𝑃 𝐴 𝑃

−1 𝑌‖2} = sup𝑌∈𝒮1  {‖𝐷 𝑌‖2} 

Et donc : 

|‖𝐴‖|2 = |‖𝐷‖|2 

Soit (𝑃1, 𝑃2, … , 𝑃𝑝) les colonnes de 𝑃 et (𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝) les éléments diagonaux de 𝐷. Soit 𝑋 ∈ 𝒮1 

alors il existe un 𝑝 − 𝑢𝑝𝑙𝑒𝑡  (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑝) de réels tels que : 

𝑋 =∑𝑥𝑖 𝑃𝑖

𝑝

𝑖=0

 

Et où : 

 ‖𝑋‖2
2
=∑𝑥𝑖

2  ‖𝑃𝑖‖2
2

𝑝

𝑖=0

=∑𝑥𝑖
2

𝑝

𝑖=0

= 1 

Alors : 

𝐴 𝑋 =∑(𝑥𝑖  𝐴 𝑃𝑖)

𝑝

𝑖=0

=∑(𝑥𝑖  𝜆𝑖 𝑃𝑖)

𝑝

𝑖=0

 

Et : 

 ‖𝐴 𝑋‖2
2
=∑𝑥𝑖

2

𝑝

𝑖=0

 𝜆𝑖
2 



Supposons alors, sans nuire à la généralité que : 

|𝜆1| = sup𝑖∈⟦1,𝑛⟧  {|𝜆𝑖|} 

Alors : 

 ‖𝐴 𝑋‖2
2
≤∑𝑥𝑖

2

𝑝

𝑖=0

 𝜆1
2 = 𝜆1

2 

Donc : 

 ‖𝐴 𝑋‖2 ≤ |𝜆1| 

De plus : 

 ‖𝐴 𝑃1‖2 = |𝜆1|,    ‖ 𝑃1‖2 = 1 

Donc : 

|‖𝐴‖|2 = |𝜆1| 

De plus : 

|𝑇𝑟(𝐴)| = |∑𝜆𝑖

𝑝

𝑖=0

 | ≤∑|𝜆𝑖|

𝑝

𝑖=0

≤ 𝑝 |𝜆1| = 𝑝 |‖𝐴‖|2 

4) Propriété de l’exponentielle de matrices vis-à-vis de la somme : 

Soit (𝑨,𝑩) ∈ 𝓜𝒑(ℝ)
𝟐. Si 𝑨 et 𝑩 commutent alors : 

𝒆𝑨+𝑩 = 𝒆𝑨 𝒆𝑩 

Il en découle que 𝒆𝑨 est inversible et : 

(𝒆𝑨)
−𝟏
= 𝒆−𝑨 

Et pour tout 𝒒 ∈ ℤ ∶ 

(𝒆𝑨)
𝒒
= 𝒆𝒒 𝑨 

Preuve : 

𝑒𝐴 𝑒𝐵 = (∑
1

𝑘!
𝐴𝑘

+∞

𝑘=0

 ) (∑
1

𝑘!
 𝐵𝑘

+∞

𝑘=0

 ) 

= ∑ (
1

𝑞!
𝐴𝑞
1

𝑘!
𝐵𝑘)

(𝑞,𝑘)∈ℕ2

  

En faisant une sommation par bandes d’équations 𝑞 + 𝑘 = 𝑚 

𝑒𝐴 𝑒𝐵 = ∑ ∑(
1

𝑞!
𝐴𝑞

1

(𝑚 − 𝑞)!
𝐵𝑚−𝑞)

𝑚

𝑞=0

+∞

𝑚=0

   



== ∑ ∑(
1

𝑚 !

𝑚 !

𝑞! (𝑚 − 𝑞)!
𝐴𝑞 𝐵𝑚−𝑞)

𝑚

𝑞=0

+∞

𝑚=0

 

∑
1

𝑚 !
∑((

𝑚
𝑞 ) 𝐴

𝑞 𝐵𝑚−𝑞)

𝑚

𝑞=0

+∞

𝑚=0

 

∑
1

𝑚 !
(𝐴 + 𝐵)𝑚

+∞

𝑚=0

= 𝑒𝐴+𝐵 

De plus : 

𝑒𝐴+(−𝐴) = 𝑒𝐼𝑝 = 𝐼𝑝 

Donc : 

𝑒𝐴 𝑒−𝐴 = 𝐼𝑝  

Donc 𝑒𝐴 inversible et (𝑒𝐴)−1 = 𝑒−𝐴 

 

III Equation différentielle vectorielle linéaire du premier ordre 

Préliminaire :  

On considère, pour 𝑨 ∈ 𝓜𝒑(ℝ) et 𝑿 ∈ ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 la fonction 𝒇 de ℝ dans ℝ𝒑

𝒄𝒐𝒍 définie par : 

𝒇(𝒕) = 𝒆𝒕 𝑨 𝑿  

Cette fonction est dérivable sur ℝ et : 

𝒇′(𝒕) = 𝑨 𝒆𝒕 𝑨 𝑿 

Preuve : 

Soit 𝑡 ∈ ℝ, ℎ ∈ ℝ∗ posons : 

𝑔𝑡(ℎ) =
1

ℎ
(𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)) − 𝐴 𝑒𝑡 𝐴 𝑋 

= (
1

ℎ
(𝑒(𝑡+ℎ) 𝐴 − 𝑒𝑡 𝐴) − 𝐴 𝑒𝑡 𝐴)  𝑋 

= 𝑒𝑡 𝐴  (
1

ℎ
(𝑒ℎ 𝐴 − 𝐼𝑝) − 𝐴)  𝑋 

Et : 

 ‖𝑔𝑡(ℎ)‖2 ≤ |‖𝑒
𝑡 𝐴‖|2  |‖

1

ℎ
(𝑒ℎ 𝐴 − 𝐼𝑝) − 𝐴‖|

2
 ‖𝑋‖2 

Or : 

|‖
1

ℎ
(𝑒ℎ 𝐴 − 𝐼𝑝) − 𝐴‖|

2
= |‖∑

ℎ𝑘−1

𝑘!
 𝐴𝑘

+∞

𝑘=2

‖|

2

≤∑
|ℎ|𝑘−1

𝑘!
 |‖𝐴‖|2

𝑘

+∞

𝑘=2

= |ℎ| ∑
|ℎ|𝑘−2

𝑘!
 |‖𝐴‖|2

𝑘

+∞

𝑘=2

 



Donc si |ℎ| < 1 ∶ 

|‖
1

ℎ
(𝑒ℎ 𝐴 − 𝐼𝑝) − 𝐴‖|

2
≤ |ℎ|∑

1

𝑘!
 |‖𝐴‖|2

𝑘

+∞

𝑘=2

 

Et : 

 ‖𝑔𝑡(ℎ)‖2 ≤ |ℎ| |‖𝑒
𝑡 𝐴‖|2  (∑

1

𝑘!
 |‖𝐴‖|2

𝑘

+∞

𝑘=2

)  ‖𝑋‖2 

Ainsi à 𝑡 fixé, la quantité majorante tendant vers 0 quand ℎ tend vers 0 on a : 

lim
ℎ→0

𝑔𝑡(ℎ) = 0 

Donc 𝑓 est dérivable en 𝑡 et : 

𝑓′(𝑡) = 𝐴 𝑒𝑡 𝐴 𝑋 

 

On considère, pour 𝑨 ∈ 𝓜𝒑(ℝ),  l’équation différentielle suivante pour une fonction 𝒀 dérivable 

de ℝ dans ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 : 

𝒀′ = 𝑨 𝒀 

 Alors  

∀ 𝒕 ∈ ℝ ∶ 𝒀′(𝒕) = 𝑨 𝒀(𝒕)⇔ ∀ 𝒕 ∈ ℝ ∶ 𝒀(𝒕) = 𝒆𝒕 𝑨 𝒀(𝟎) 

Preuve : 

Notons d’abord que pour toute matrice 𝐴 ∈ ℳ𝑝(ℝ) et tout (𝑋, 𝑌) ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙2: 

𝑌 = 𝑒𝐴 𝑋 ⇔ 𝑒−𝐴 𝑌 =  𝑋 

Ainsi 

∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶ 𝑌′(𝑡) = 𝐴 𝑌(𝑡) ⇔ ∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶ 𝑌′(𝑡) − 𝐴 𝑌(𝑡) = 0 

⇔∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶  𝑒−𝑡 𝐴 𝑌′(𝑡) − 𝐴 𝑒−𝑡 𝐴 𝑌(𝑡) = 0 

⇔∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶  (𝑒−𝑡 𝐴 𝑌(𝑡))′ = 0 

⇔∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶  𝑒−𝑡 𝐴 𝑌(𝑡) = 𝑌(0) 

⇔∀ 𝑡 ∈ ℝ ∶ 𝑌(𝑡) = 𝑒𝑡 𝐴 𝑌(0) 

IV Matrice positive 

Définition 

Une matrice 𝑨 ∈ 𝓜𝒑(ℝ) est dite positive si pour tout 𝑿 ∈ ℝ𝒑
𝒄𝒐𝒍 ∶ 

𝑿𝒕  𝑨 𝑿 ≥ 𝟎 



 

Propriété : 

Soit 𝑨 ∈𝓜𝒑(ℝ) ∶ 

𝑨 ∈𝓜𝒑(ℝ) 𝒑𝒐𝒔𝒊𝒕𝒊𝒗𝒆 ⇔ ∀ 𝒕 ∈ [𝟎,+∞[ ∶  |‖𝒆−𝒕 𝑨‖|
𝟐
≤ 𝟏 

Preuve : 

(⇒) Soit 𝑋 ∈ 𝒮1. Introduisons la fonction 𝑌(𝑡) = 𝑒−𝑡 𝐴 𝑋. Cette fonction vérifie sur [0, +∞[ ∶ 

𝑌′(𝑡) = −𝐴 𝑌(𝑡) 

Donc : 

𝑌(𝑡)𝑡  𝑌′(𝑡) = − 𝑌(𝑡)𝑡  𝐴 𝑌(𝑡) 

(
1

2
 ‖𝑌(𝑡)‖2

2
)
′

= − 𝑌(𝑡)𝑡  𝐴 𝑌(𝑡) ≤ 0 

La fonction qui a une dérivée négative ou nulle est donc décroissante sur [0,+∞[ et donc : 

1

2
 ‖𝑌(𝑡)‖2

2
≤
1

2
 ‖𝑌(0)‖2

2
 

 ‖𝑌(𝑡)‖2 ≤  ‖𝑌(0)‖2 

 ‖𝑒−𝑡 𝐴 𝑋‖2 ≤  ‖ 𝑋‖2 = 1 

|‖𝑒−𝑡 𝐴‖|2 ≤ 1 

(⇒) Supposons : ∀ 𝑡 ∈ [0, +∞[ ∶  |‖𝑒−𝑡 𝐴‖|2 ≤ 1. 

 Soit 𝑋 ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙  alors : 

∀ 𝑡 ∈ [0, +∞[ ∶   ‖𝑒−𝑡 𝐴 𝑋‖2 ≤  ‖ 𝑋‖2 

Soit 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 et 𝑋 ∈ ℝ𝑝
𝑐𝑜𝑙 alors : 

 ‖𝑒−(𝑡2−𝑡1) 𝐴 𝑒−𝑡1 𝐴 𝑋‖
2
≤  ‖𝑒−𝑡1 𝐴 𝑋‖2 

 ‖ 𝑒−𝑡2 𝐴 𝑋‖2 ≤  ‖𝑒
−𝑡1 𝐴 𝑋‖2 

Introduisons la fonction 𝑌(𝑡) = 𝑒−𝑡 𝐴 𝑋 sur [0, +∞[. Alors : 

 ‖ 𝑌(𝑡2)‖2 ≤  ‖𝑌(𝑡1)‖2 

Donc : 

 ‖ 𝑌(𝑡2)‖2
2
≤  ‖𝑌(𝑡1)‖2

2
 

Donc la fonction  ‖ 𝑌(𝑡)‖2
2
 est décroissante sur [0, +∞[ donc sa dérivée est négative ou nulle. Ainsi : 

2 𝑌(𝑡) 
𝑡  𝑌′(𝑡) ≤ 0 

−2 𝑌(𝑡)𝑡  𝐴 𝑌(𝑡) ≤ 0 

𝑌(𝑡)𝑡  𝐴 𝑌(𝑡) ≥ 0 



𝑌(0)𝑡  𝐴 𝑌(0) ≥ 0 

𝑋𝑡  𝐴 𝑋 ≥ 0 

Donc 𝐴 est positive. 

 

V Formules de Trotter-Kato 

 

Formule de Lie Trotter Kato 

Soit (𝑨,𝑩) ∈ 𝓜𝒑(ℝ)
𝟐 alors il existe une constante 𝑪𝑨𝑩 ∈ ]𝟎,+∞[ telle que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ et tout 

𝒕 ∈  [𝟎, 𝟏] ∶ 

|‖(𝒆
−
𝒕
𝒏
 𝑨 𝒆−

𝒕 
𝒏
 𝑩)

𝒏

− 𝒆−𝒕 (𝑨+𝑩)‖|
𝟐
≤
𝑪𝑨𝑩
𝒏

 

Preuve : 

Si 𝐴 et 𝐵 commutent, la quantité à majorer est nulle et la formule est évidente 

Dans l’autre cas, notons que : 

𝑒−𝑡 (𝐴+𝐵) = (𝑒−
𝑡
𝑛
 (𝐴+𝐵))

𝑛

 

Posons donc  : 

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑒
−
𝑡
𝑛
 𝐴 𝑒−

𝑡 
𝑛
 𝐵, 𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒

−
𝑡
𝑛
 (𝐴+𝐵)   

La quantité à majorer est donc : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝒏 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝒏‖|𝟐 

Notons également que : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)‖|2 ≤ |‖𝑒
−
𝑡
𝑛
 𝐴‖|

2
|‖𝑒−

𝑡
𝑛
 𝐵‖|

2
≤ 𝑒

|‖−
𝑡
𝑛
 𝐴‖|

2  𝑒
|‖−

𝑡
𝑛
 𝐵‖|

2 = 𝑒  
𝑡
𝑛
 (|‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2)  ≤ 𝑒  |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2  

|‖𝑇𝑛(𝑡)‖|2 ≤ 𝑒
|‖−

𝑡
𝑛
 (𝐴+𝐵)‖|

2 = 𝑒  
𝑡
𝑛
 |‖ 𝐴+𝐵‖|2  ≤ 𝑒  |‖ 𝐴+𝐵‖|2 ≤ 𝑒  |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2 

Nous pouvons alors faire apparaitre une somme télescopique : 

𝑆𝑛(𝑡)
𝒏 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝒏 = 

𝑆𝑛(𝑡)
𝒏 − 𝑆𝑛(𝑡)

𝑛−1𝑇𝑛(𝑡) 

+𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−1𝑇𝑛(𝑡) − 𝑆𝑛(𝑡)

𝑛−2𝑇𝑛(𝑡)
2 

+⋯ 

+𝑆𝑛(𝑡) 𝑇𝑛(𝑡)
𝑛−1 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝒏 

Autrement dit : 



𝑆𝑛(𝑡)
𝒏 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝒏 = ∑(𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−𝑘𝑇𝑛(𝑡)

𝑘 − 𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−(𝑘+1)𝑇𝑛(𝑡)

𝑘+1)

𝑛−1

𝑘=0

 

= ∑(𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−(𝑘+1) 𝑆𝑛(𝑡) 𝑇𝑛(𝑡)

𝑘 − 𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−(𝑘+1) 𝑇𝑛(𝑡) 𝑇𝑛(𝑡)

𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

 

= ∑𝑆𝑛(𝑡)
𝑛−(𝑘+1)(𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡))

𝑛−1

𝑘=0

 𝑇𝑛(𝑡)
𝑘 

Ainsi : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝒏 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝒏‖|𝟐 ≤ ∑|‖𝑆𝑛(𝑡)‖|2
𝑛−(𝑘+1)

 |‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2

𝑛−1

𝑘=0

 |‖𝑇𝑛(𝑡)‖|2
𝑘

 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝑛 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝑛‖|2 ≤ 𝑛 𝑒
 |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2  |‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2 

En outre : 

𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒
−
𝑡
𝑛
 𝐴 𝑒−

𝑡 
𝑛
 𝐵 − 𝑒−

𝑡
𝑛
 (𝐴+𝐵) 

=∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘  𝑘!

+∞

𝑘=0

 𝐴𝑘  ∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 𝐵𝑘 −∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 (𝐴 + 𝐵)𝑘 

= ∑
(−1)𝑘+𝑞

𝑛𝑘+𝑞 𝑘! 𝑞!

 

(𝑘,𝑞)∈ℕ2

 𝐴𝑘  𝐵𝑞  −∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 (𝐴 + 𝐵)𝑘 

=

(

 
 
𝐼𝑝 − 𝐴 − 𝐵 + ∑

(−1)𝑘+𝑞

𝑛𝑘+𝑞 𝑘! 𝑞!

 

(𝑘,𝑞)∈

ℕ2\{(0,0),(0,1),(1,0)}

 𝐴𝑘  𝐵𝑞

)

 
 
 − (𝐼𝑝 − (𝐴 + 𝐵) +∑

(−1)𝑘

𝑛𝑘  𝑘!

+∞

𝑘=2

 (𝐴 + 𝐵)𝑘) 

=
1

𝑛2

(

 
 

∑
(−1)𝑘+𝑞

𝑛𝑘+𝑞−2 𝑘! 𝑞!

 

(𝑘,𝑞)∈

ℕ2\{(0,0),(0,1),(1,0)}

 𝐴𝑘  𝐵𝑞 −∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘−2 𝑘!

+∞

𝑘=2

 (𝐴 + 𝐵)𝑘

)

 
 

 

Donc : 

|‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2 

≤
1

𝑛2
 

(

 
 

∑
1

𝑛𝑘+𝑞−2 𝑘! 𝑞!

 

(𝑘,𝑞)∈

ℕ2\{(0,0),(0,1),(1,0)}

 |‖ 𝐴‖|2
𝑘
 |‖ 𝐵‖|2

𝑞
+∑

1

𝑛𝑘−2 𝑘!

+∞

𝑘=2

 (|‖ 𝐴‖|2 + |‖ 𝐵‖|2)
𝑘

)

 
 

 

D’où : 

|‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2 ≤
𝐶

𝑛2
 



Et : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝑛 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝑛‖|2 ≤ 𝑛 𝑒
 |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2  

𝐶

𝑛2
=
𝐶𝐴𝐵
𝑛2

 

 

Formule de Trotter Kato 

Soit (𝑨,𝑩) ∈ 𝓜𝒑(ℝ)
𝟐 alors il existe une constante 𝑪′𝑨𝑩 ∈ ]𝟎,+∞[ telle que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ et 

tout 𝒕 ∈  [𝟎, 𝟏] ∶ 

|‖(𝒆−𝒕 𝑨/(𝟐 𝒏) 𝒆−𝒕 𝑩/𝒏 𝒆−𝒕 𝑨/(𝟐 𝒏))
𝒏
− 𝒆−𝒕 (𝑨+𝑩)‖|

𝟐
≤
𝑪′𝑨𝑩
𝒏𝟐

 

Preuve : 

On reprend la démarche précédente avec : 

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑒
−
𝑡
2 𝑛
 𝐴 𝑒−

𝑡 
𝑛
 𝐵 𝑒−

𝑡
2 𝑛
 𝐴, 𝑇𝑛(𝑡) = 𝑒

−
𝑡
𝑛
 (𝐴+𝐵) 

|‖𝑆𝑛(𝑡)‖|2 ≤ |‖𝑒
−
𝑡
2 𝑛
 𝐴‖|

2
|‖𝑒−

𝑡
𝑛
 𝐵‖|

2
|‖𝑒−

𝑡
2 𝑛
 𝐴‖|

2
≤ 𝑒  

𝑡
𝑛
 (|‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2)  ≤ 𝑒  |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2 

Reste valable : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝑛 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝑛‖|2 ≤ 𝑛 𝑒
 |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2  |‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2 

Et on adapte : 

𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡) = ∑
(−1)𝑘

(2 𝑛)𝑘  𝑘!

+∞

𝑘=0

 𝐴𝑘  ∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 𝐵𝑘∑
(−1)𝑘

(2 𝑛)𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 𝐴𝑘 −∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 (𝐴 + 𝐵)𝑘 

= ∑
(−1)𝑘+𝑞+𝑟

(2 𝑛)𝑘+𝑟 𝑛𝑞 𝑘! 𝑞! 𝑟!

 

(𝑘,𝑞,𝑟)∈ℕ3

 𝐴𝑘  𝐵𝑞𝐴𝑟  −∑
(−1)𝑘

𝑛𝑘 𝑘!

+∞

𝑘=0

 (𝐴 + 𝐵)𝑘 

Voyons les termes produits par les deux sommes : 

 en 1/𝑛0 :    

 la première somme donne les termes correspondants à (𝑘, 𝑞, 𝑟) ∈ {(0,0,0)} donc le terme 𝐼𝑝 et la 

seconde donne également 𝐼𝑝. Ces deux termes s’éliminent donc dans la différence. 

en 1/𝑛1 :    

 la première somme donne les termes correspondants à (𝑘, 𝑞, 𝑟) ∈ {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} donc les 

termes : 

−
1

2 𝑛
 𝐴 −

1

𝑛
 𝐵 −

1

2 𝑛
 𝐴 

 

et la seconde : 

−
1

𝑛
 (𝐴 + 𝐵) 



Ces  termes s’éliminent donc dans la différence. 

en 1/𝑛2 : 

la première somme donne les termes correspondants à (𝑘, 𝑞, 𝑟) ∈

{(2,0,0), (0,2,0), (0,0,2), (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)} donc les termes : 

1

8 𝑛2
 𝐴2 +

1

2 𝑛2
 𝐵2 +

1

8 𝑛2
 𝐴2 +

1

2 𝑛2
 𝐴 𝐵 +

1

2 𝑛2
 𝐵 𝐴 +

1

4 𝑛2
 𝐴2 

=
1

2 𝑛2
 𝐴2 +

1

2 𝑛2
 𝐵2 +

1

2 𝑛2
 𝐴 𝐵 +

1

2 𝑛2
 𝐵 𝐴  

 

et la seconde : 

1

2 𝑛2
 (𝐴 + 𝐵)2 =

1

2 𝑛2
(𝐴2 + 𝐴 𝐵 + 𝐵 𝐴 + 𝐵2) 

Ces  termes s’éliminent donc dans la différence. 

Ainsi, dans une démarche analogue à la précédente : 

|‖𝑆𝑛(𝑡) − 𝑇𝑛(𝑡)‖|2 ≤
𝐶′

𝑛3
 

Et : 

|‖𝑆𝑛(𝑡)
𝑛 − 𝑇𝑛(𝑡)

𝑛‖|2 ≤ 𝑛 𝑒
 |‖ 𝐴‖|2+|‖ 𝐵‖|2  

𝐶′

𝑛3
=
𝐶′𝐴𝐵
𝑛2

 

 

 

 


