
 

Estimation d’une moyenne à l’aide d’un échantillon 

 

1) Problématique de l’estimation : 

Exemple : 

On cherche à estimer la taille moyenne 𝑚 des hommes adultes dans une ville de 100 000 habitants. 

Pour cela, on sélectionne au hasard un échantillon de 1000 personnes de cette population et on évalue 

la taille moyenne 𝑚𝑒𝑐ℎ des individus de cet échantillon. On prend alors cette valeur comme estimation 

de la taille moyenne des 100 000 habitants. 

Une question se pose alors : 

Comment savoir si 𝑚𝑒𝑐ℎ est proche de 𝑚 d’une façon satisfaisante ? 

Cette question va être résolue de deux façons, selon que l’on considère l’écart-type 𝜎 des tailles des 

100 000 habitants comme connu ou non. Pour cela, les valeurs obtenues pour chaque individu de 

l’échantillon vont être considérées comme étant des valeurs prises par des variables aléatoires. 

Voyons cela plus en détail. 

 

2) Modélisation mathématique du problème de l’échantillonnage 

On se donne une population d’individus statistiques 𝛀 d’effectif 𝑵 (𝑁 = 100 000 dans l’exemple 

précédent) pour laquelle on s’intéresse à un caractère 𝒙 (𝑥 est la taille dans l’exemple précédent). 

L’expérience aléatoire qui consiste à tirer un individu au hasard et s’intéresser à son caractère définit 

une variable aléatoire 𝒀 d’espérance 𝒎, de variance 𝑽 et d’écart-type 𝝈. 

Considérons alors un échantillon de taille 𝒏 (dans l’exemple 𝑛 = 1000) tiré au hasard dans la 

population. Dans un tel échantillon, il ne peut y avoir deux individus identiques. On dit qu’il est obtenu 

sans remise. Toutefois, les lois mathématiques avec des variables aléatoires créées pour de tels 

échantillons ne sont pas simples à manipuler. On fait alors l’hypothèse que l’échantillon a été obtenu 

dans un tirage avec remise, ce qui signifie, qu’à chacune des 𝑛 étapes de sélection d’un individu, 

chacun des 𝑁 individus a la même chance d’être choisi. Cela peut être considéré dès que 𝑁 est 

suffisamment grand devant 𝑛. 

Notons 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 les caractères des 𝑛 individus de l’échantillon et considérons qu’ils sont les valeurs 

prises par 𝒏 variables aléatoires 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏 indépendantes dans leur ensemble et de même 

distribution que la variable 𝒀. 

La moyenne des caractères de l’échantillon est : 

𝒎𝒆𝒄𝒉 =
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏

𝒏
 

Elle est la valeur prise par la variable aléatoire notée �̅� et qualifiée de moyenne empirique : 

�̅� =
𝑿𝟏 + 𝑿𝟐 + ⋯ + 𝑿𝒏

𝒏
 



La variance des caractères de l’échantillon est : 

𝑽𝒆𝒄𝒉 =
(𝒙𝟏 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐 + (𝒙𝟐 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐 + ⋯ + (𝒙𝒏 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐

𝒏
=

𝒙𝟏
𝟐 + 𝒙𝟐

𝟐 + ⋯ + 𝒙𝒏
𝟐

𝒏
− 𝒎𝒆𝒄𝒉

𝟐 

Elle est la valeur prise par la variable aléatoire notée 𝑆2 et qualifiée de variance empirique : 

𝑺𝟐 =
(𝑿𝟏 − �̅�)𝟐 + (𝑿𝟐 − �̅�)𝟐 + ⋯ + (𝑿𝒏 − �̅�)𝟐

𝒏
=

𝑿𝟏
𝟐 + 𝑿𝟐

𝟐 + ⋯ + 𝑿𝒏
𝟐

𝒏
− �̅�𝟐 

 

Propriétés : 

𝑬(�̅�) = 𝒎 

𝑬(𝑺𝟐) = 𝑽 −
𝑽

𝒏
=

𝒏 − 𝟏

𝒏
𝝈𝟐 

Preuves : 

𝐸(�̅�) =
𝐸(𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛)

𝑛
=

𝐸(𝑋1) + 𝐸(𝑋2) + ⋯ + 𝐸(𝑋𝑛)

𝑛
=

𝑚 + 𝑚 + ⋯ + 𝑚

𝑛
=

𝑛 𝑚

𝑛
= 𝑚 

Les variables 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 étant indépendantes dans leur ensemble, elles le sont en particulier deux à 

deux et leurs covariances deux à deux sont nulles. Ainsi : 

𝑉(�̅�) =
𝑉(𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛)

𝑛2
=

𝑉(𝑋1) + 𝑉(𝑋2) + ⋯ + 𝑉(𝑋𝑛)

𝑛2
=

𝑉 + 𝑉 + ⋯ + 𝑉

𝑛2
=

𝑛 𝑉

𝑛2
=

𝑉

𝑛
=

𝜎2

𝑛
 

D’autre part : 

𝑆2 =
((𝑋1 − 𝑚) + (𝑚 − �̅�))

2
+ ((𝑋2 − 𝑚) + (𝑚 − �̅�))

2
+ ⋯ + ((𝑋𝑛 − 𝑚) + (𝑚 − �̅�))

2

𝑛
 

1

𝑛
∑((𝑋𝑖 − 𝑚) + (𝑚 − �̅�))

2
𝑛

𝑖=1

=
1

𝑛
∑((𝑋𝑖 − 𝑚)2 + 2 (𝑋𝑖 − 𝑚) (𝑚 − �̅�) + (𝑚 − �̅�)2)

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

+
2

𝑛
 (𝑚 − �̅�) ∑(𝑋𝑖 − 𝑚)

𝑛

𝑖=1

+
1

𝑛
∑(𝑚 − �̅�)2

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

+
2

𝑛
 (𝑚 − �̅�) (∑ 𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

− 𝑛 𝑚) +
1

𝑛
∑(�̅� − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

+
2

𝑛
 (𝑚 − �̅�) (𝑛 �̅� − 𝑛 𝑚) +

1

𝑛
𝑛 (�̅� − 𝑚)2 

1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

− 2 (�̅� − 𝑚)2 + (�̅� − 𝑚)2 

Finalement : 



𝑆2 =
1

𝑛
∑(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

−  (�̅� − 𝑚)2 

Ainsi : 

𝐸(𝑆2) =
1

𝑛
∑ 𝐸(𝑋𝑖 − 𝑚)2

𝑛

𝑖=1

−  𝐸((�̅� − 𝑚)2) =
1

𝑛
∑ 𝑉(𝑋𝑖)

𝑛

𝑖=1

− 𝑉(�̅�) =
1

𝑛
 𝑛 𝑉 −

𝑉

𝑛
= 𝑉 −

𝑉

𝑛
 

Remarque : 

La variable aléatoire moyenne empirique �̅�, dont la valeur est la moyenne des caractères de 

l’échantillon a pour espérance 𝑚, c’est à la dire la grandeur qu’on cherche à estimer. Cela est une 

qualité intéressante car de nombreuses variables aléatoires se distribuent selon des lois normales et 

les valeurs qu’elles prennent sur un grand nombre de réalisations se regroupent le plus souvent autour 

de leur espérance, ce qui fait qu’on a plus de chance en ne considérant qu’une seule réalisation de �̅� 

d’avoir une valeur proche de 𝑚. On dit alors de la variable  �̅� d’échantillonnage qu’elle est un 

estimateur non biaisé de la moyenne. 

En revanche, la variable variance empirique 𝑆2 n’a pas pour espérance la variance de la population 

mais une valeur inférieure d’une quantité appelé biais. Cependant, lorsque la taille de l’échantillon 𝑛 

devient grande, ce biais tend vers zéro. On dit alors de la variable  𝑺𝟐 d’échantillonnage qu’elle est 

un estimateur biaisé de la variance. 

Afin d’obtenir un estimateur non biaisé de la variance, on corrige légèrement 𝑆2 en considérant : 

𝑺∗𝟐 =
𝒏

𝒏 − 𝟏
𝑺𝟐 =

(𝑿𝟏 − �̅�)𝟐 + (𝑿𝟐 − �̅�)𝟐 + ⋯ + (𝑿𝒏 − �̅�)𝟐

𝒏 − 𝟏
 

En effet : 

𝑬(𝑺∗𝟐) =
𝒏

𝒏 − 𝟏
𝑬(𝑺𝟐) =

𝒏

𝒏 − 𝟏
 
𝒏 − 𝟏

𝒏
 𝑽 = 𝑽 = 𝝈𝟐 

Une estimation sans biais de la variance sera donc : 

�̂� =
(𝒙𝟏 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐 + (𝒙𝟐 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐 + ⋯ + (𝒙𝒏 − 𝒎𝒆𝒄𝒉)𝟐

𝒏 − 𝟏
 

et pour l’écart-type , on prendra naturellement : 

�̂� = √�̂� 

 

3) Intervalle de confiance de l’estimation d’une moyenne, l’écart-type étant connu 

On se sert du théorème central limite qui énonce que si 𝑿𝟏, 𝑿𝟐, … , 𝑿𝒏 sont 𝒏 variables aléatoires 

réelles indépendantes dans leur ensemble et de même distribution d’espérance 𝒎 et d’écart-type 𝝈 

alors la variable moyenne empirique �̅� qui leur est associée tend vers une distribution normale 

quand 𝒏 tend vers l’infini. 

En pratique, on considère cette approximation acceptable à partir de 𝒏 = 𝟑𝟎. 



Rappelons alors que pour une variable 𝑋 suivant une loi normale d’espérance 𝑚 et d’écart-type 𝜎, 

nous avons trois intervalles de fluctuations qui sont d’intérêt pratique : 

L’intervalle de fluctuation à 90 % caractérisé par : 

𝑃(𝑋 ∈ [𝑚 − 1,64 𝜎, 𝑚 + 1,64 𝜎 ]) ≈ 0,90 

celui à 95 % : 

𝑃(𝑋 ∈ [𝑚 − 1,96 𝜎, 𝑚 + 1,96 𝜎 ]) ≈ 0,95 

et enfin celui à 99 % : 

𝑃(𝑋 ∈ [𝑚 − 2,58 𝜎, 𝑚 + 2,58 𝜎 ]) ≈ 0,99 

Limitons nous au cas de l’intervalle de fluctuation à 95 %. La variable moyenne empirique �̅� dont la loi 

est assimilée à une distribution normale pour 𝑛 ≥ 30, produit donc dans 95 % des échantillons en très 

grand nombre qu’on réaliserait, une valeur 𝑚𝑒𝑐ℎ qui se situe dans l’intervalle de fluctuation : 

[𝑚 − 1,96 
𝜎

√𝑛
, 𝑚 + 1,96 

𝜎

√𝑛
 ] 

On suppose donc et on le traduit par l’expression, « avec une confiance de 95 % » ou bien « avec une 

probabilité de 0,95 » que la moyenne 𝑚𝑒𝑐ℎ mesurée dans l’échantillon que l’on a réalisé, est dans cet 

intervalle. Ainsi : 

𝑚𝑒𝑐ℎ ∈ [𝑚 − 1,96 
𝜎

√𝑛
, 𝑚 + 1,96 

𝜎

√𝑛
 ] 

Ce qui équivaut à écrire : 

|𝑚𝑒𝑐ℎ − 𝑚| ≤
𝜎

√𝑛
 

Donc : 

𝒎 ∈ [𝒎𝒆𝒄𝒉 − 𝟏, 𝟗𝟔 
𝝈

√𝒏
, 𝒎𝒆𝒄𝒉 + 𝟏, 𝟗𝟔 

𝝈

√𝒏
 ] 

Nous obtenons ainsi une fourchette d’estimation de 𝑚 avec une confiance de 95 % ce qu’on appelle 

un intervalle de confiance de 𝒎 à un niveau de confiance de 95 %. 

 

 4) Intervalle de confiance de l’estimation d’une moyenne, l’écart-type étant inconnu 

Une première méthode consiste à remplacer dans l’intervalle de confiance précédent 𝜎 par son 

estimation �̂�. L’intervalle de confiance  modifié devient alors : 

[𝒎𝒆𝒄𝒉 − 𝟏, 𝟗𝟔 
�̂�

√𝒏
, 𝒎𝒆𝒄𝒉 + 𝟏, 𝟗𝟔 

�̂�

√𝒏
 ] 

 

Toutefois, cette formule ne donnant aucune indication sur la qualité de l’estimation de l’écart-type, il 

est préférable de procéder autrement en utilisant une autre variable statistique qui est : 



𝑻𝒏−𝟏 =
�̅� − 𝒎

𝑺
 √𝒏 − 𝟏 

Où : 

𝑺 = √𝑺𝟐 

On démontre que : 

 𝑻𝒏−𝟏 est une variable aléatoire distribuée suivant une loi de Student à 𝒏 − 𝟏 degrés de liberté 

 

L’allure de  𝑇𝑘 est la suivante pour différentes valeurs de 𝑘  est la suivante : 

 

Remarque :  

Quand 𝒌 tend vers l’infini, la distribution de 𝑻𝒌 tend vers une loi normale centrée réduite 

On définit alors la valeur du réel 𝑡 > 0 tel que : 

𝑃(𝑇𝑛−1 ∈ [−𝑡, 𝑡]) = 0,95 

Ce qui équivaut à trouver 𝑡 tel que : 

𝑃(𝑇𝑛−1 > 𝑡) = 0,025 



On note pour cela cette valeur sous la forme 𝑡0,025 qu’on appelle quantile à 2,5 %, c’est-à-dire valeur 

qui a une probabilité de 2,5 % d’être dépassée par la variable 𝑻𝒏−𝟏. 

L’intervalle de confiance à 95 % s’obtient en écrivant : 

𝑚𝑒𝑐ℎ − 𝑚

𝜎𝑒𝑐ℎ
 √𝑛 − 1 ∈ [−𝑡0,025, 𝑡0,025] 

Ce qui équivaut à : 

|
𝑚𝑒𝑐ℎ − 𝑚

𝜎𝑒𝑐ℎ
 √𝑛 − 1| ≤ 𝑡0,025 

Soit : 

|𝑚𝑒𝑐ℎ − 𝑚| ≤ 𝑡0,025  
𝜎𝑒𝑐ℎ

√𝑛 − 1
 

Soit finalement : 

𝒎 ∈ [𝒎𝒆𝒄𝒉 − 𝒕𝟎,𝟎𝟐𝟓  
𝝈𝒆𝒄𝒉

√𝒏 − 𝟏
, 𝒎𝒆𝒄𝒉 + 𝒕𝟎,𝟎𝟐𝟓  

𝝈𝒆𝒄𝒉

√𝒏 − 𝟏
] 

Ce qui définit l’intervalle de confiance à 95 % 

Les valeurs de 𝑡0,025 peuvent se lire dans une table comme celle qui suit 



 

Ainsi pour un échantillon de 30, le nombre de degrés de libertés du 𝑇 de Student est  𝑛 − 1 = 29 et la 

valeur de 𝑡0,025 vaut 2,045. 



A noter que pour des valeurs de degrés de libertés supérieures ou égales à 100 les valeurs 𝑡𝛼 données 

par la variable de Student sont proches de celles de la loi normale centrée réduite. Ainsi pour 𝑡0,025 on 

se trouve proche de 1,96. 


