Espaces vectoriels de dimension finie

| Bases

Etant donnée une partie finie (e;, €5, ...,e,) d'un K espace vectoriel V, on dit que cette partie
est une base, si tout vecteur de V peut s’écrire de fagcon unique comme combinaison linéaire de
cette partie, autrement dit :

(e1,€3,..,e,)baseeVvu €V: 3! (X1,Xp,..,X,) EK": U=X;€; +X, €, + -+ X, €,

Théoréme :

(e1,e3,...,e,) base © (e ,e,, ..., e,) libre et génératrice

Preuve :

(:) Supposons (€7 ,€5,...,€,) base de V alors par définition la partie est génératrice. Montrons

alors qu’elle est libre.

SUppOSONs :  Xq €7 + Xy €5 + -+ X, 65 = 0

Puisque : 0e;+0e,++0e,=0

D’apreés l'unicité des composantes contenue dans la définition de la base, on en déduit :

X =Xy =:=%x,=0

Ce qui prouve que la partie est libre

(<=) Supposons (€7, €5, ..., €,) libre et génératrice alors, puisqu’elle est génératrice, on a :
VU eV: I (Xy,Xp, 00, Xp) EK?: U=x; €, +X5 €6, +-+ X, €

Montrons "unicité de cette décomposition en supposant avoir également :

3 (Xll iXIZJ '"'X,I'l) € Kn! ﬁ:x’le_:L)+X’2e_2’+...+Xlne—n>




alors :

Xi 8 tX, €+ +xpe, =x1e/+x e+ +x e
Soit, en passant tout dans le membre de gauche :

(1 = XD &+ (g = Xp) &+ + (xy = X) & =0

Le caractere libre de la partie conduit alors a :

X1 —X1=%X, =X, = =%x,—X',=0
Soit :

—_— ! — ! _ ’
X1 =X'1,X =X, o Xp =X'p

Il en résulte I'unicité

| Exemples de_bases pour différents espaces vectoriels

1) (R+, .)
La partie réduit au nombre 1 est une base.
2) (R%L+, .)
La partie a deux vecteurs ((1 ,0); (0, 1)) est une base dite canonique

3) (M1 (R), +, )
La partie a deux colonnes <((1)) ; (2)) est une base dite canonique

a) (R34, )
La partie a trois vecteurs ((1 ,0,0;(0,1,0;(@,0,1 ) est une base dite canonique
5) (M3:(R), +, .)
1 0 0
La partie a trois colonnes 0|;(1];10] |estune base dite canonique
0 0 1
6) (R",+, .)

La partie a n vecteurs ((1, 0,..,0;5;(0,1,.,0;..(0,0,..,1) ) est une base dite
canonique



7) (Mnl(]R)' +, )

1 0 0
s 0 1 0 . .
La partie a n colonnes N V7 N Y est une base dite canonique
0 0 1

8) (F(N,R),+, .)
Nous verrons plus tard qu’il n’y a pas de base
1) FRR),+, )

De méme, il n’y a pas de base

Il Le théoréeme de la dimension

Etant donné un espace vectoriel V possédant une base (g7, €5, ..., €,) a n éléments, alors toute
partie finie de V, qui est une base, a également n éléments. Ce nombre d’éléments commun a
toutes les bases est appelé dimension de V.

Ce théoreme est I'un des plus importants de I'algébre vectorielle. Pour le démontrer, nous allons
commencer par établir un préliminaire, inspiré des vecteurs géométriques. En effet, dans I'espace
qui est de dimension 3, nous constatons que, ce qui fait qu’une partie formée de trois vecteurs est
une base, est son caractere libre, d’ou le préliminaire.

Préliminaire :

Etant donné un espace vectoriel V possédant une base (g7 , €5, ..., €,) a n éléments, alors toute
partie finie libre de V ayant n éléments est une partie génératrice de V

Preuve du préliminaire :

Nous allons commencer par étudier le cas ou V possede une base a un élément puis celui ou il
posséde une base a deux éléments avant de généraliser par récurrence.

1% cas : V posséde une base 3 un élément (£, ) :

Soit (e; ) une partie libre & un élément de V alors €; est un vecteur non nul.

—

(g7) étant une base, est génératriccetona: 3a €K : e, =ag

e, n’étant pas le vecteur nul,ona:a # 0 etdonc:



1

g =—e
1=

Soit alors un vecteur quelconque ide V,ona: 3x; EK: U=x; &

Donc:

Donc: VU €V: Jy; €K : U=y, ¢e;

Cela montre que (&7 ) est une partie génératrice de V

2°™ cas : V posséde une base a deux éléments (€7, € ):

Soit (e; ,’€, ) une partie libre a deux éléments de V.

Traduisons le fait que (g;, €, ) est une partie génératrice :

€ =ayy & tagp &
3 (ay1,a12,321,357) € K* {—»_ = —
€ =az1 & taxp &

—

e; n’étant pas nul, nousavons:a;; # 0 ou a;; #0

1 souscas:a;; 0

Nous pouvons rendre le systéme triangulaire par la méthode du pivot de Gauss en procédant ainsi :
Nous conservons la premiere relation et nous remplagons la seconde par une combinaison de la
seconde et de la premiére avec les coefficients respectifs a;; et —a,, afin d’éliminer &/

— _ — —
{ €1 =311 & T a2 &

aj; €; —ay; e = (ag az; —azgagg) &

Montrons alors par I'absurde, que le coefficient de &, dans la seconde relation ne peut étre nul.
Supposons donc :a;q a3, —ajziaq;p =0
alors: a;; €, —az; e, =0

. . — —_— . -
mais, puisque (e; , €, ) est une partie libre:a;; = —a,; =0
cela contredita;; # 0
il enrésulte:a;q ay; —azia;; #0

ainsi :



— a1 — az1 —
& = €2 — €1
di1 dpp —dz1 dA12 di1 dpp —dz1 3d12

Donc : g, est combinaison linéaire de (e; , €, ) ce qu’on peut écrire :
€; € Vect(e; ,e; )
Or la premiére relation du systéeme conduit a :

&= 1 & 3128_>
1=—— € ——¢§&
a1 aiq

Donc, Vect(e; , e, ) étant un espace vectoriel contenant e; et g,

& € Vect(e; ,¢; )

Toute vecteur U de V étant combinaison linéaire de (g; , €, ) est donc dans Vect(e; ,e; )
Ainsi, (e; ,"e, ) est une partie génératrice de V

2émesouscas:a;, =0

Ce cas se traite comme le précédent, il suffit de permuter les vecteurs g; et &,

3éme

cas : Cas général

Nous allons démontrer la propriété P, suivante, par récurrencesurn,n > 1:

« Si V posséde une base a n éléments (g,, €,,..€,) alors toute partie libre (e;, €,,..€;) an
éléments de V est génératrice »

Notons que la propriété a été initialisée, puisque nous avons montré que P; et P, étaient vraies. Il
reste donc a montrer I’'hérédité en supposant P, vraie pour un entier n > 1 et en montrant que P,
est vraie.

Supposons donc que posséde une base a (n+ 1) éléments (g;, €,,...€,, €41 ) €t considérons
une partie librea (n + 1) éléments (e;, €,,...€,, €111 )

Traduisons le fait que (g], &€ ,...€,, €441 ) €st génératrice, en exprimant les vecteurs de
— — — P — .
(e1, €5,...€,, €41 ) Sur cette partie :



—_— — — [
=aq1 & T A2 & + "+ A1 € T A1(n+1) Ent1
— — — [
= a1 & T Az €+ + An €y T A2(n+1) En+1

N

€n = apt €1 T ap2 € t "+ App €n T An(n+1) En+1

€n+1 = Am+D1 &1 T A2 &2 T T Amenn En T AMeD)(n+1) Entt

La encore, nous allons procéder a une disjonction de cas.

Puisque e; n’est pas le vecteur nul, 'une de ses composantes au moins n’est pas nulle et nous
traiterons uniquement le cas ou c’est a;;qui n’est pas nul, les autres se déduisant par permutation

des g,
Nous pouvons alors utiliser la premiére ligne pour modifier les suivantes comme suit, en effectuant
des combinaisons pour éliminer

—_— —_— — — —_
( €1 = a1 & T a12 €+t aA1n €n T A1(n+1) Ent1

—

— 7 — 12 — 12 Pra—
a11 €2 —aAz1€1 = A2 & t "+ A2n €n T A 2(n+1) En+1

—_— -_— / —_— 1 o ’ E—
;g €y —api€g =ap &+ t+tap, gy ta n(n+1) €n+1

_— — ! — 1 — 1 _—
A11 €n+1 —AM+1)1€1 = A (m+1)2 €2 T T A (n+)n En T @ (n+1)(n+1) En+1

!

—/ — — — — — —_—/ _— —
Notonse, =ajj€; —az1€; ,...,€p =311 €y —aAn1€1 , €nt1 = 311 €1 — A(n+1)1€1

et montrons que ces n vecteurs forment une partie libre du sous espace vectoriel

W = Vect(g,,...€5) auquel ils appartiennent, en notant au passage que la partie (g5,...g;) an

éléments est une base de W.

Partons pour cela de :

JE— JE— —_ g
X;€; + - Xpey +Xpyi€pyq =0

Soit :
e — —_— — _ — =
Xy (a11 €2 —az1€y) + X, (@11 €, —api€p) + Xpyq (311 €nt1 — a(n+1)1e1) =0
—_— —_— — [ =
(— Xp a1 —*— Xpapy — Xp41 a(n+1)1) e;+Xza;;€;+++ Xpagg ey +Xppg a3 €p4 =0

Alors, puisque (7, €, ,...€,, €541 ) €st une partie libre :
—Xpd21 ="~ Xpdp1 — Xp+1 dn+1)1 = X2 d11 = 0 = Xpdgg = Xpq 11 T 0

Ce qui entraine, comptetenudea;; #0: X, ==X, =Xp31 =0



. ! (AN . . . a 1z .
La partie (e_z’ , - €n , €041 ) est donc bien une partie libre a n éléments de |'espace vectoriel W
possédant une base a n éléments. En appliquant I’hypothése de récurrence, on en déduit que c’est
une base de W.

Chaque vecteur de la partie (g5,..8,, €,41) est donc combinaison linéaire de la partie

—/ —s —/ . — — — —_
(ez , o €n €541 ) donc de la partie (67, €5,...€5, €n41)
Or, nous déduisions de la premiere relation du systeme :

- __ 1 — 312 — aln — al(l’l+1) P —
=—6 ——&——T— &~ &1
aii ay ay a1

On en tire que €, est également combinaison linéaire de la partie (¢, €5,...€5, €ns1)

Tout vecteur U de V étant combinaison linéaire de la partie (g; ,&5,...€,, €541 ) le seradoncdela
partie (€7, €,,...€,, €p41 ) qui est donc, de ce fait, génératrice de V

IV_Le théoréeme de la base incompléte

Préliminaire :

Etant donné un espace vectoriel V possédant une base (g;,%;,...,€,) a n éléments, donc de

dimension n, si (€7, €, ...€, ) est une partie libre alors p < n.
Théoreme

Sideplus p <nalors (€5, €;,...€, ) peut étre complétée en une base (€7, €;,..€,,..€, ) de
\"

Preuve du préliminaire

Nous allons, pour le premier point, raisonner par I'absurde en supposant qu’il existe une partie libre
(€7, €;,..€, ) ayant plus d’éléments que la base, soit p > n. Alors la sous partie (€7, €, ...€, )
est une partie libre a n éléments, c’est donc une partie génératrice de V, d’apres le théoreme
précédent. Il en résulte que le vecteur e_p’ est combinaison linéaire de cette sous partie. Cela

contredit le caractere libre de (€7, €;,...€p ).



Preuve du théoreme

Commencons par montrer, par 'absurde, que (a, e, ...Q) ne peut pas étre génératrice lorsque
p < n. En effet, si tel était le cas, nous aurions le fait que (e_{, e,, ...e_p)) est une base de V, dong, la
partie (g;,%,,...,€,) étant libre, nous devrions avoir, d’aprés le préliminaire: n < p , ce qui est
contradictoire.

Il existe donc un vecteur non nul de V qui n’est pas combinaison linéaire de (&7, €, wep ). Notons

le €, 1. Montrons alors que la partie (e1, &, €, €pi1 ) est libre, en supposant :

€ =0

X186 X3 €+ ..+ Xp € +Xpyq €ppg =

Supposons alors par I'absurde : x,,,1 # 0 alors :

P — _Xl—) _X2—> _Xp

e = e; + e, + ...+
p+1 1 2
Xp+1 Xp+1 Xp+1

donc e, est combinaison linéaire de (e_l’, e,, ...e_p)) , e qui est contradictoire.
On a alors bien: xp,q = 0 etil en découle:
— — —_— =
Xje1+x,€;+ .. +xpep =0
donc: Xy =Xy ==X, =ZXpy1 =0
d'ou (€7, & ,...€, , €ps7 ) libre

—

sip+1<nonreprend le procédé en déterminant ey, tel que (e_l’, e, , ...Q ) €pi1 s ep+2) et

on réitére ce procédé pour construire une partie libre (e_l), €2,€p s €pi1 s €piz sems ep+k)
avec p + k = n. Cette partie libre a n éléments est alors une base de V.

V Dimension d’un sous espace vectoriel

Etant donné un sous espace vectoriel V d’un K espace vectoriel E de dimension finie, on a :

V est de dimension finie et dim(V) < dim(E)

Si dim(V) = dim(E) alorsV = E




Preuve de V est de dimension finie

Faisons une disjonction de cas.

—>

1°cas:V = {0}

7

dim(V) = 0 < dim(E)

2°M cas  V # {6}

Alors: de;€V:e %0

1*souscas: VUEV: (e;,u) partieliée
Soiti € V\{0} alorsona: 3 (a,B) € K*\(0,0): a &7 +B U=0
Montrons par I'absurde : § # 0

Supposons donc: 3 =0 alors: a e; = B_et donc_a = 0 ce qui est contradictoire

On en déduit :

o

i=—- &

B

Le vecteur e; est donc un vecteur générateur de V, donc constitue une base de V
Ainsi V est de dimension 1 et comme E # {0}, dim(E) > 1, donc dim(V) < dim(E)
2™ souscas: 3UE V: (e7,U) partie libre

Notons ainsi e, un vecteur de V tel que (e; ,e, ) soit une partie libre.

On réitere alors le procédé par disjonction des deux cas :

- VUEV: (e, e,,U) partie liée
- 3UeV: (e, e, ,U) partie libre

Dans le premier cas, on en déduit facilement que (e;, €,) est une partie génératrice, donc une base
de V, et dans le second cas on peut trouver une partie libre (e;, €, ,e5) deV

Par récurrence sur le procédé, on finit par trouver une partie libre (é}', e, ...,e_p') a p éléments de
V qui soit également une partie génératrice de V, car il n’existe aucune partie libre de plus de n
éléments dans E, n étant la dimension de E.



Preuve de dim(V) < dim(E)

V étant de dimension finie, soit (€;, €5 ,...,€, ) une base de V. D’aprés le théoréme de la base
incompléte, puisque c’est une partie libre de [E on peut la compléter en une base de E.

Ainsi : dim(V) < dim(E)

Preuve de : Si dim(V) = dim(E) alorsV =FE

Supposons dim(V) = dim(E) = n

Soit (€7, €5,...,€, ) une base de V. Puisque c’est une partie libre a n éléments de E, c’est donc une
base de E. Tout vecteur de [E peut donc étre engendré par cette partie et se trouve de ce fait
appartenira V,d’'ouV =FE

VI Dimension d’une somme de sous espaces

Etant donnés (V;);1 3, une famille finie de p sous espaces vectoriels d'un méme K espace vectoriel
[E de dimension finie, alors :

Vi + V3 + -+ +V,, est de dimension finie et
dim(Vy + V; + -+ V,,) < dim(V,) + dim(V3) + - + dim(V},)
Si la somme est directe alors :

dim(V; ®V, @ .. @ V,) = dim(Vy) + dim(Vy) + - + dim(V,,)

Et Dans le cas particulier d’'une somme de deux sous espaces on a :

Preuve :
Soit :
(611 » €125, €10, ) une base de Vy

(921 » €22, ., €2p, ) une base de V,

(epl » €p2s s €pn ) une base de V,




alors la partie obtenue par réunion de ces bases est une partie génératrice de V; + V, + .- + V. De
cette partie éventuellement surgénératrice, on peut extraire une sous partie libre et génératrice qui
sera donc une base de V; +V; + -+ V.. Ainsi:

dim(V; +V, + -+ + V) < dim(V;) 4 dim(Vy) + -+ + dim(V,,)

Si la somme est directe, montrons que la partie obtenue par union des bases est libre :
Partons pour cela d’une combinaison linéaire nulle :
(X11 €11 + X1z €12 + ot Xqp, Tnl)) + (X21 €1+ Xpp €5+ .t Xpp, ?nz)) + -
+ (Xp1 Bp7 + Xpz & + -+ Xpn, Epnr) = 0
Alors, chaque vecteur défini par chaque parenthése appartenant a un des sous espaces V; :

[— [— [ — — [
X11 €11 + X2 €12+ ...+ X1n1 elnl = X1 €21 T Xpp €30+ ...+ Xan e2n2 =

= Xp1 €p1 + Xp2 €pz + ..t Xpn, €pn = 0

D'ou:
X171 = X12 = ..Xqp, =0
Xo1 = X5 = ... = X21’12 =0
Xp1 = Xp2 = .. = Xpp = 0

La partie considérée est donc bien une base et:

dim(V,) + dim(V,) + -+ dim(V,) =n; +n, + -+ n, =dim(V,; @V, @ .. @ V},)

Voyons maintenant le cas particulier d’'une somme de deux sous espaces.

Considérons une base (e, €5 ,...,e, ) deV; NV,. En tant que partie libre de V,, elle peut étre
complétée en une base (&7, €, e b, 6, E) de V; et en tant que partie libre de V,, en

— —_— —_ - — —
une base (e1 , €2,.,€n,81, 82, ...,gp) de V;.

—

Montrons alors que la famille (€7, €, ...,€,,f;, f5,...,fm, 81, 82, ., 8p) est une base de V; + V,
Voyons le caractére générateur en premier :

Soitu € V, +V, alors:

=l
Il

<l
+
sl

IV,W)EV; XV, :

Donc:



V=xie + +xpe,+z.f; .+ 2

—

3 X1y ey Xp) )y 121y ey Z ;t !---;t ERn+n+m+p: — — — —
(1 w1 Y2 mr p) W=y1e1+---+ynen+t1g1...+tpgp
Donc:
U= (X +y))e;+ -+ &y +yn)en+zfytzmfy+t187 .. +tp8p
La famille est donc bien génératrice

Voyons son caractére libre en partant d’'une combinaison linéaire nulle :

Xle—1>_|_...+an+zlf_{...+zmm+t1§---+tp§;:6

On en déduit :
Xy €+t Xn En 2y ot Zy = —t B~ t, By €V, NV,
Donc:
3 (kg kp) ERY : —ty 8. —tp 8y = kg &) + -+ kp e
Soit :

kyeg++kpeg+tigrttygp=0

Le caracteére libre conduit a :

On en déduit :
X 6 44Xy € +2q by et 2oy by =0
Le caractere libre conduit a nouveau a :
Xy ==Xy =2 = =2y =0
La famille est donc bien libre, c’est donc une base de V; + V5. Ainsi :
dim(V; +V,))=n4+m+p=(m+m)+(+p)—n



