
Equations différentielles linéaires complexes  homogènes à coefficients constants 

 

I Généralités  

Définition 

Une équation différentielle linéaire complexe homogène d’ordre 𝒏 à coefficients constants est une 

équation de la forme : 

∀ 𝒙 ∈ ℝ ∶  𝒇(𝒏)(𝒙) + 𝒂𝒏−𝟏 𝒇
(𝒏−𝟏)(𝒙) + ⋯+ 𝒂𝟏 𝒇

(𝟏)(𝒙) + 𝒂𝟎 𝒇(𝒙) = 𝟎 

où 𝒇 est une fonction à valeur dans ℂ dérivable sur ℝ jusqu’à l’ordre 𝒏 et où (𝒂𝟎, 𝒂𝟏, … , 𝒂𝒏−𝟏)  ∈

ℂ𝒏  

On note par une récurrence triviale que si 𝒇 est solution alors 𝒇 admet des dérivées à tout ordre 

sur ℝ et on a pour tout entier naturel 𝒌 ∶ 

∀ 𝒙 ∈ ℝ ∶  𝒇(𝒏+𝒌)(𝒙) + 𝒂𝒏−𝟏 𝒇
(𝒏+𝒌−𝟏)(𝒙) + ⋯+ 𝒂𝟏 𝒇

(𝒌+𝟏)(𝒙) + 𝒂𝟎 𝒇
(𝒌)(𝒙)) = 𝟎 

Une telle équation peut alors se reformuler ainsi : Trouver les fonctions de ℝ dans ℂ dérivables à 

tout ordre sur ℝ c’est-à-dire de classe 𝑪∞ sur ℝ vérifiant : 

𝑫𝒏(𝒇) + 𝒂𝒏−𝟏 𝑫
𝒏−𝟏(𝒇) + ⋯+ 𝒂𝟏 𝑫(𝒇) + 𝒂𝟎 𝑰𝒅(𝒇) = 𝟎      (𝟏) 

où 𝑫 désigne l’opérateur dérivation, c’est-à-dire l’endomorphisme défini sur le ℂ espace vectoriel 

𝑪∞(ℝ) des fonctions de ℝ dans ℝ qui admettent une dérivée à tout ordre sur  ℝ, par  

𝑫(𝒇) = 𝒇′ 

et pour tout 𝒌 ∈ ℕ∗, 𝑫𝒌(𝒇) désigne la dérivée 𝒌 − 𝒊è𝒎𝒆 de 𝒇 soit : 

𝑫𝒌(𝒇) = 𝑫 ∘ 𝑫 ∘ 𝑫… .∘ 𝑫(𝒇) 

et où on pose : 

𝑫𝟎(𝒇) = 𝒇 = 𝑰𝒅(𝒇) 

𝑰𝒅 étant l’endomorphisme identité de 𝑪∞(ℝ) . 

L’ensemble 𝕊 des solutions de l’équation différentielles (1) est le sous espace vectoriel de 𝑪∞(ℝ) : 

𝕊 = 𝒌𝒆𝒓(𝑫𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏 𝑫
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏 𝑫 + 𝒂𝟎 𝑰𝒅) 

Preuve : 

Soit (𝑓, 𝑔, 𝜆) ∈ 𝕊 × 𝕊 × ℂ alors : 

𝐷𝑛(𝑓) + 𝑎𝑛−1 𝐷
𝑛−1(𝑓) + ⋯+ 𝑎1 𝐷(𝑓) + 𝑎0 𝐼𝑑(𝑓) = 0 

𝐷𝑛(𝑔) + 𝑎𝑛−1 𝐷
𝑛−1(𝑔) + ⋯+ 𝑎1 𝐷(𝑔) + 𝑎0 𝐼𝑑(𝑔) = 0 

Donc par combinaison : 

(𝐷𝑛(𝑓) + 𝜆 𝐷𝑛(𝑔)) + 𝑎𝑛−1 (𝐷
𝑛−1(𝑓) + 𝜆 𝐷𝑛−1(𝑔))…+ 𝑎1 (𝐷(𝑓) + 𝜆 𝐷(𝑔)) + 𝑎0 𝐼𝑑(𝑓)

+ 𝜆  𝐼𝑑(𝑔) = 0 

Soit  



𝐷𝑛(𝑓 + 𝜆 𝑔) + 𝑎𝑛−1 𝐷
𝑛−1(𝑓 + 𝜆 𝑔) + ⋯+ 𝑎1 𝐷(𝑓 + 𝜆 𝑔) + 𝑎0 𝐼𝑑(𝑓 + 𝜆 𝑔) = 0 

D’où :  

𝑓 + 𝜆 𝑔 ∈ 𝕊 

Remarque : une deuxième méthode plus rapide consiste à noter que le noyau d’une application 

linéaire est un sous espace vectoriel. 

 

II Résolution des équations du premier ordre : 

 

Théorème : 

Soit , pour 𝒂 ∈ ℂ,  une équation linéaire du premier ordre donc de la forme : 

𝑫(𝒇) − 𝒂 𝑰𝒅(𝒇) = 𝟎 

soit de façon équivalente : 

(𝑫 − 𝒂 𝑰𝒅)(𝒇) = 𝟎 

Les solutions d’une telle équations sont les fonctions définies sur ℝ de la forme : 

𝒇(𝒙) = 𝑪 𝒆𝒂 𝒙, 𝑪 ∈ ℝ 

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de 𝑪∞(ℝ) : 

𝒌𝒆𝒓(𝑫 − 𝒂 𝑰𝒅) = 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆𝒂 𝒙)] 

Ce sous espace est de dimension 1. C’est donc une droite vectorielle. 

Preuve : 

Notons 𝕊 le sous espace vectoriel des solutions de l’équation différentielle. 

Notons d’abord que pour toute constante  𝐶 ∈ ℂ : 

𝐷(𝑥 → 𝐶 𝑒𝑎 𝑥) = (𝑥 → 𝑎 𝐶 𝑒𝑎 𝑥) 

Donc : 

(𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)(𝑥 → 𝐶 𝑒𝑎 𝑥) = 0 

et : 

(𝑥 → 𝐶 𝑒𝑎 𝑥) ∈ 𝕊 

Ainsi : 

𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥)] ⊂ 𝕊 

Réciproquement, soit 𝑓 ∈ 𝕊. 

Posons : 

𝑔 = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) 𝑓 

Alors : 



𝐷(𝑔) =  (𝑥 → −𝑎 𝑒−𝑎 𝑥) 𝑓 + (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) 𝐷(𝑓) = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) (−𝑎  𝑓 +  𝐷(𝑓)) = 0 

Donc il existe 𝐶 ∈ ℂ ∶ 𝑔 = (𝑥 → 𝐶) 

Et donc : 

𝑓 = (𝑥 → 𝐶 𝑒𝑎 𝑥)  

Donc :  

𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥)] = 𝕊 

 

III Résolution d’équations différentielles d’ordre 𝒏 de référence : 

Théorème : 

Soit, pour 𝒂 ∈ ℂ,   une équation linéaire d’ordre 𝒏 de la forme : 

(𝑫 − 𝒂 𝑰𝒅)𝒏(𝒇)  = 𝟎 

Les solutions d’une telle équation sont les fonctions définies sur ℝ de la forme : 

𝒇(𝒙) = 𝑷𝒏−𝟏(𝒙) 𝒆
𝒂 𝒙 

Où 𝑷𝒏−𝟏 est un polynôme à coefficients dans ℂ de degré inférieur ou égal à 𝒏 − 𝟏 

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel : 

𝒌𝒆𝒓((𝑫 − 𝒂 𝑰𝒅)𝒏) = 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆𝒂 𝒙), (𝒙 → 𝒙 𝒆𝒂 𝒙),… , (𝒙 → 𝒙𝒏−𝟏 𝒆𝒂 𝒙) ] 

Ce sous espace est de dimension 𝒏 

Preuve : 

Par récurrence sur 𝑛. 

Initialisation : Pour 𝑛 = 1 la propriété a déjà été démontrée. 

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour 𝑛 ∈ ℕ et notons 𝕊 le sous espace vectoriel des solutions 

de l’équation différentielle : 

(𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛+1(𝑓)  = 0 

Alors pour 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧ et 𝑓 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥), (𝑥 → 𝑥 𝑒𝑎 𝑥),… , (𝑥 → 𝑥𝑛−1 𝑒𝑎 𝑥)] : 

(𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛+1(𝑓) = (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑) ((𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛(𝑓)) = (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)(0) = 0 

De plus : 

(𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛+1(𝑥 → 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥) = (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛 (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑) (𝑥 → 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥) 

= (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛  (𝑥 → (𝑛 𝑥𝑛−1 + 𝑎 𝑥𝑛) 𝑒𝑎 𝑥 − 𝑎 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥  ) 

= (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛 (𝑛 𝑥𝑛−1  𝑒𝑎 𝑥) = 0 

Donc : 

𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥), (𝑥 → 𝑥 𝑒𝑎 𝑥),… , (𝑥 → 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥) ] ⊂ 𝕊 



Réciproquement : 

Soit 𝑓 ∈ 𝕊. Posons 𝑔 = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) 𝑓 = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥  𝑓(𝑥))  alors : 

𝐷(𝑔) = (𝑥 → −𝑎 𝑒−𝑎 𝑥) 𝑓 + (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) 𝐷(𝑓) = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)(𝑓) 

𝐷2(𝑔) = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)2(𝑓)  

et par une récurrence évidente, pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧ : 

𝐷𝑘(𝑔) = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑘(𝑓)  

En particulier : 

𝐷𝑛+1(𝑔) = (𝑥 → 𝑒−𝑎 𝑥) (𝐷 − 𝑎 𝐼𝑑)𝑛+1(𝑓) = 0 

Donc 𝑔 est un polynôme 𝑃𝑛 de degré inférieur ou égal à 𝑛 à coefficients dans ℂ. Ainsi : 

𝑓 = (𝑥 → 𝑃𝑛(𝑥)  𝑒
𝑎 𝑥) 

Et donc 𝑓 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥), (𝑥 → 𝑥 𝑒𝑎 𝑥),… , (𝑥 → 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥)] d’où : 

𝕊 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒𝑎 𝑥), (𝑥 → 𝑥 𝑒𝑎 𝑥),… , (𝑥 → 𝑥𝑛 𝑒𝑎 𝑥)] 

Ce qui prouve l’hérédité. 

 

III  Equations différentielles linéaires homogènes à coefficients complexes d’ordre 𝟐  

Théorème-définition : 

Soit  une équation linéaire d’ordre 𝟐 de la forme : 

(𝑫𝟐 + 𝒂𝟏 𝑫 + 𝒂𝟎 𝑰𝒅)(𝒇) = 𝟎 

où (𝒂𝟎, 𝒂𝟏)  ∈ ℂ
𝟐. 

On appelle polynôme caractéristique, le polynôme de ℂ[𝑿] ∶ 

𝑷(𝑿) = 𝑿𝟐 + 𝒂𝟏 𝑿 + 𝒂𝟎 

1er cas :  𝑷 admet deux racines complexes distinctes  𝒓𝟏, 𝒓𝟐, alors 𝑷  se met sous une forme dite 

scindée : 

𝑷(𝑿) = (𝑿 − 𝒓𝟏) (𝑿 − 𝒓𝟐) 

Les solutions de l’équation différentielle sont alors  les fonctions définies sur ℝ de la forme : 

𝒇(𝒙) = 𝑨 𝒆𝒓𝟏 𝒙 +𝑩 𝒆𝒓𝟐 𝒙 

où (𝑨,𝑩) ∈ ℂ𝟐 

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de 𝑪∞(ℝ) défini par la somme directe : 

𝒌𝒆𝒓((𝑫 − 𝒓𝟏 𝑰𝒅)(𝑫 − 𝒓𝟐 𝑰𝒅)) = 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆
𝒓𝟏 𝒙)] ⊕ 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆𝒓𝟐 𝒙)] 

Ce sous espace est de dimension 𝟐. C’est donc un plan vectoriel. 

2ème cas : 𝑷 admet une racine complexe double 𝒓, alors 𝑷  se met sous une forme dite scindée : 



𝑷(𝑿) = (𝑿 − 𝒓)𝟐  

Les solutions de l’équation différentielle alors sont les fonctions définies sur ℝ de la forme : 

𝒇(𝒙) = (𝑨 + 𝑩 𝒙) 𝒆𝒓 𝒙 

où (𝑨,𝑩) ∈ ℂ𝟐 

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de 𝑪∞(ℝ) défini par la somme directe : 

𝒌𝒆𝒓((𝑫 − 𝒓 𝑰𝒅)𝟐) = 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆𝒓 𝒙)] + 𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒙 𝒆𝒓 𝒙)] 

Ce sous espace est de dimension 𝟐. C’est donc un plan vectoriel. 

Preuve : 

1er cas : 

Notons d’abord que : 

𝐷2 + 𝑎1 𝐷 + 𝑎0 𝐼𝑑 = (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑) (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)  

et notons : 

𝕊1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒
𝑟1 𝑥) ], 𝕊2 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒

𝑟2 𝑥) ] 

et 𝕊 l’ensemble des solutions de l’équation différentielle. 

Soit 𝑓 ∈ 𝕊1 + 𝕊2  alors il existe (𝑓1, 𝑓2) ∈ 𝕊1 × 𝕊2 tel que : 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 

Donc : 

(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑) (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝑓) 

= (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝑓1) + (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑) (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝑓2) = 0 

Donc : 

𝑓 ∈ 𝕊 

Réciproquement, soit 𝑓 ∈ 𝕊. Considérons les polynômes : 

𝑄1(𝑋) = (𝑋 − 𝑟2), 𝑄2(𝑋) = (𝑋 − 𝑟1) 

D’après le théorème de Bezout, les polynômes 𝑄1, 𝑄2 étant premiers entre eux, il existe des polynômes 

à coefficients dans ℂ, 𝑈1, 𝑈2 tels que : 

𝑈1(𝑋) 𝑄1(𝑋) + 𝑈2(𝑋) 𝑄2(𝑋) = 1 

Donc :  

𝑈1(𝐷) 𝑄1(𝐷) + 𝑈2(𝐷) 𝑄2(𝐷) = 𝐼𝑑 

D’où : 

𝑈1(𝐷) (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝑓) + 𝑈2(𝐷) (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝑓)) = 𝑓 

Posons alors ∶ 

𝑓1 = 𝑈1(𝐷) (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑) (𝑓), 𝑓2 = 𝑈2(𝐷) (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝑓))  

Alors : 



(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝑓1) = 𝑈1(𝐷)(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑) (𝑓1) = 0 

(𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝑓2) = 𝑈2(𝐷)(𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑) (𝑓2) = 0 

 

Donc : 

𝑓1 ∈ 𝕊1, 𝑓2 ∈ 𝕊2 

D’où : 

𝑓 ∈ 𝕊1 + 𝕊2 

Ainsi : 

𝕊 = 𝕊1 + 𝕊2 

Montrons que la somme est directe : 

Soit 𝑓 ∈ 𝕊1 ∩ 𝕊2 alors : 

 

(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)(𝑓) = (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)(𝑓) = 0 

Donc : 

𝑟1 𝑓 = 𝑟2 𝑓 

D’où : 

𝑓 = 0 

Ce qui montre que la somme est directe. 

2ème cas : Déjà traité précédemment 

 

IV Equations différentielles linéaires homogènes à coefficients complexes d’ordre 𝒏  

Théorème-définition : 

Soit  une équation linéaire d’ordre 𝒏 de la forme : 

(𝑫𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏 𝑫
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏 𝑫

𝟏 + 𝒂𝟎 𝑰𝒅)(𝒇) = 𝟎 

où (𝒂𝟎, 𝒂𝟏, … , 𝒂𝒏−𝟏)  ∈ ℂ
𝒏. 

On appelle polynôme caractéristique, le polynôme de ℂ[𝑿] ∶ 

𝑷(𝑿) = 𝑿𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏 𝑿
𝒏−𝟏 +⋯+ 𝒂𝟏 𝑿 + 𝒂𝟎 

Notons 𝒓𝟏, 𝒓𝟐, … , 𝒓𝒑 les racines distinctes de 𝑷. Alors 𝑷  se met sous une forme dite scindée : 

𝑷(𝑿) = (𝑿 − 𝒓𝟏)
𝒏𝟏  (𝑿 − 𝒓𝟐)

𝒏𝟐 … (𝑿 − 𝒓𝒑)
𝒏𝒑  

Les solutions de l’équation différentielle alors sont les fonctions définies sur ℝ de la forme : 



𝒇(𝒙) = ∑𝑷𝒏𝒌−𝟏(𝒙) 𝒆
𝒓𝒌 𝒙

𝒑

𝒌=𝟏

 

où 𝑷𝒏𝒌−𝟏 est un polynôme à coefficients dans ℂ de degré inférieur ou égal à 𝒏𝒌 − 𝟏 

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de 𝑪∞(ℝ) défini par la somme directe : 

∑𝑽𝒆𝒄𝒕[(𝒙 → 𝒆𝒓𝒌 𝒙), (𝒙 → 𝒙 𝒆𝒓𝒌 𝒙),… , (𝒙 → 𝒙𝒏𝒌−𝟏 𝒆𝒓𝒌 𝒙) ]

𝒑

𝒌=𝟏

 

Ce sous espace est de dimension 𝒏 

Preuve : 

Notons d’abord que : 

𝐷𝑛 + 𝑎𝑛−1 𝐷
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1 𝐷

1 + 𝑎0 𝐼𝑑 = (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)
𝑛1  (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)

𝑛2 … (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)
𝑛𝑝
  

et notons pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ : 

𝕊𝑘 = 𝑉𝑒𝑐𝑡[(𝑥 → 𝑒
𝑟𝑘 𝑥), (𝑥 → 𝑥 𝑒𝑟𝑘 𝑥),… , (𝑥 → 𝑥𝑛𝑘−1 𝑒𝑟𝑘 𝑥) ] 

et 𝕊 l’ensemble des solutions de l’équation différentielle. 

Soit 𝑓 ∈ ∑ 𝕊𝑘
𝑝
𝑘=1   alors il existe (𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑝) ∈ 𝕊1 × 𝕊2 × …× 𝕊𝑝 tel que : 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 +⋯+ 𝑓𝑝 

Donc : 

(𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)
𝑛1 (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)

𝑛2 … (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)
𝑛𝑝(𝑓) 

= (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)
𝑛2 … (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)

𝑛𝑝  (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)
𝑛1(𝑓1) 

+ (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)
𝑛1 … (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)

𝑛𝑝  (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)
𝑛2(𝑓2) 

+ …  

+ (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)
𝑛1 … (𝐷 − 𝑟𝑝−1 𝐼𝑑)

𝑛𝑝−1  (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)
𝑛𝑝
(𝑓𝑝) = 0 

Donc : 

𝑓 ∈ 𝕊 

Réciproquement, soit 𝑓 ∈ 𝕊. 

Définissons pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ ∶ 

𝑄𝑘(𝑋) =∏(𝑋 − 𝑟𝑖)
𝑛𝑖

𝑝

𝑖=1
𝑖≠𝑘

 

D’après le théorème de Bezout, les polynômes 𝑄1, 𝑄2… ,𝑄𝑝 étant premiers dans leur ensemble, il 

existe des polynômes à coefficients dans ℂ, 𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑝 tels que : 

𝑈1(𝑋) 𝑄1(𝑋) + 𝑈2(𝑋) 𝑄2(𝑋) + ⋯+𝑈𝑝(𝑋) 𝑄𝑝(𝑋)  = 1 

Donc :  



𝑈1(𝐷) 𝑄1(𝐷) + 𝑈2(𝐷) 𝑄2(𝐷) +⋯+ 𝑈𝑝(𝐷) 𝑄𝑝(𝐷) = 𝐼𝑑 

D’où : 

𝑈1(𝐷) 𝑄1(𝐷)(𝑓) + 𝑈2(𝐷) 𝑄2(𝐷)(𝑓) + ⋯+ 𝑈𝑝(𝐷) 𝑄𝑝(𝐷)(𝑓) = 𝑓 

Posons alors pour tout 𝑘 ∈ ⟦1, 𝑝⟧ ∶ 

𝑓𝑘 = 𝑈𝑘(𝐷) 𝑄1(𝐷) (𝑓) 

Alors : 

(𝐷 − 𝑟𝑘 𝐼𝑑)
𝑛𝑘(𝑓𝑘) = 𝑈𝑘(𝐷) (𝐷 − 𝑟1 𝐼𝑑)

𝑛1  (𝐷 − 𝑟2 𝐼𝑑)
𝑛2 … (𝐷 − 𝑟𝑝 𝐼𝑑)

𝑛𝑝(𝑓𝑘) = 0 

Donc : 

𝑓𝑘 ∈ 𝕊𝑘 

D’où : 

𝑓 ∈ ∑𝕊𝑘

𝑝

𝑘=1

 

Ainsi : 

𝕊 =∑𝕊𝑘

𝑝

𝑘=1

 

Montrons que la somme est directe : 

Soit 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑓 ∈ 𝕊𝑖 ∩ ∑ 𝕊𝑘
𝑝
𝑘=1
𝑘≠𝑖

 alors : 

𝑈1(𝐷) 𝑄1(𝐷)(𝑓) + 𝑈2(𝐷) 𝑄2(𝐷)(𝑓) + ⋯+ 𝑈𝑝(𝐷) 𝑄𝑝(𝐷)(𝑓) = 𝑓 

Or si 𝑗 ≠ 𝑖 ∶  𝑓 ∈ 𝕊𝑖 donc : 

𝑄𝑗(𝐷)(𝑓) =

(

 
 
∏(𝐷 − 𝑟𝑞 𝐼𝑑)

𝑛𝑞

𝑝

𝑞=1
𝑞≠𝑗 )

 
 
(𝑓) =

(

 
 
 
∏(𝐷 − 𝑟𝑞 𝐼𝑑)

𝑛𝑞

𝑝

𝑞=1
𝑞≠𝑗
𝑞≠𝑖 )

 
 
 
(𝐷 − 𝑟𝑖 𝐼𝑑)

𝑛𝑞(𝑓) = 0 

Donc : 

𝑈𝑖(𝐷) 𝑄𝑖(𝐷)(𝑓) = 𝑓 

De plus :  𝑓 = ∑ 𝑓𝑘
𝑝
𝑘=1
𝑘≠𝑖

, 𝑓𝑘 ∈  𝕊𝑘 donc : 

𝑄1(𝐷)(𝑓) = ∑𝑄𝑖(𝐷)(𝑓𝑘)

𝑝

𝑘=1
𝑘≠𝑖

= 0 

D’où : 

𝑓 = 0 



Ce qui montre que la somme est directe. 

 

 

 

 

 

 

 

 


