Contréle de Mathématiques AI2Z -Décembre 2018

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Endomorphisme de polyndmes (8 pts)

On se place dans I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels et de degré
inférieur ouégala2: E = R,[X] ={ay +a; X +a, X?: (ap,a,,a,) € R3}de base
canonique (1,X,X?) eton définit 'application :

D
2)
3)
4)
5)

6)
7)

f+ E - E

PX) - flP(t)dt + (flt P’(t)dt) X+ <f1t2 P”(t)dt) X?
0 0 0

Montrer que f est un endomorphisme de E

Déterminer le noyau N(f) de f

En déduire le rang de f puis une base de I'image Im(f) de f

Déterminer la matrice A de f relativement a la base canonique de E

Déterminer les valeurs propres de f et les sous espaces propres associés. On donnera
pour ces derniers une base.

En déduire une matrice inversible P et une matrice diagonale D telle que: A = P D P!
Calculer, pour tout entier naturel n, A™ (on donnera une expression de chacun de ses
coefficients en fonction de n)

Exercice 2 : Valeurs propres -vecteurs propres d'une matrice inverse (3 pts)

On considére une matrice carrée d’ordre n inversible A.

D
2)

3)

4)
5)

Montrer que 0 n’est pas valeur propre de A
Montrer que 'ona:

1
Avaleur proprede A & 7 valeur propre de A™!

On note :
Eqp = (XeM,;(R): AX =1X}

1EA_1% ={XeM,;(R): A1 X = 21X}

Quelle relation y-a-t-il entre ces deux ensembles ?

En déduire que si A est diagonalisable alors son inverse A~1 I'est aussi.

On suppose A = P D P~! avec D matrice diagonale d’ordre n dont la diagonale est formée
par les n valeurs propres non nulles A4, 4,, ..., 4,, (non nécessairement distinctes) et P
matrice inversible d’ordre n.



Mettre A~! sous une forme analogue: A1 = Q D’ Q1. On précisera la matrice inversible
Q et les éléments diagonaux de la matrice diagonale D’

Exercice 3 : Famille de vecteurs (3 points)

On se place dans I'espace vectoriel des fonctions de ]0, +oo[ dans R. Les deux familles suivantes sont
elles libres ou liées ? :

{x,x+1,2x+1}

{Ln(x),Ln(x +1),Ln(2 x + 1)}

(Pour la seconde famille, on pourra partir d’une combinaison linéaire nulle et penser a dériver)

Exercice 4 : Endomorsphisme de matrices (6 points)

On se place dans E = M, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels
et on considére le sous-ensemble :

v={( ) @her

1) Montrer que V est un sous espace vectoriel de E
2) Déterminer une base de V et en déduire la dimension de V
3) Onrappelle que la base canonique de E est:

1 0y /(0 1\ (0 0y (0 O
(G o) oG o) VI
On considere I'application f de E dans E définie par:
.(a b d -b
f ) (c d) - (—c a )
a) Montrer que f est un endomorphisme de E
b) Déterminer la matrice A de f relativement a la base canonique de E

¢) Déterminer les valeurs propres de f et les sous espaces propres associés.
d) f est-elle diagonalisable ? (Si oui, on donnera une base de vecteurs propres)



Correction
Exercice 1
1) Ona:V(P(X),0(X),a) EE*xR:

f(PCO + a QX))

1 1 1
= f (P(t) + a Q(t))dt + (f t(P(t) +a Q(t))'dt) X+ (f t2 (P(t) + @ Q(t))”dt> X2
0 0 0

1 1 1
=f P(t)dt+<f tP'(t)dt>X+ (f tzP"(t)dt> X?
0 0 0
1 1 1
d "dt) X 20" d
ta (LQ(t) t+<f0to(t) t) +<f0t 0"(®) t))

= f(PX) +af(Q(X))
Donc f est une application linéaire de E dans E
2) SoitP(X) =ag+a; X + a, X? alors:

P,(X)=a1+2a2X

P'X)=2a,
Et:
flp(t)dt=[a T U e t3]1=a e
o 072 3 1,72 "3
1 1
aq 2a, a, 2a,
t P'(t)dt = | = t? —t3] =+t 42
fo ®) [2 L M
1 2a 1 2a
ftzP"(t)dt=[—2 t3] ===
o 3 1y 3
Soit :
a, a, aq 2a2> 2a, ,
PX)) = — =t (= =) X+ ==X
f(PCD) a°+2+3+(2+3 3
Ainsi :

PX)eN(H e f(PX) =0



(ap+2 +2Z =0
|72 73

a, 2a,
o{ 2 +>2=0
LES

|k 2a,

3

S aqy=a,=a,=0
Donc:
N(f) = {0}
3) Lethéoréme du rang donne :
rg(f) = dim(E) — dim(N(f)) =3-0=3

Une base de Im(f) est alors {1,X, X2} car Im(f) = E

4) Ona:
f()=1=114+0.X+0.X?
(X)—1+1X—11+1X+0X2
f 2 20 2 2 '
()(2)—1+2X+2X2—11+2X+2X2
f 33 37 37 37 3
On en déduit :

©S NIFRDN]| -

WINWINW| -
\___/

5) Les valeurs propres de f sont les racines du polynéme caractéristique :

1-2

/-~
N| —

I

~
~—
W N W] =

P,(A) =Det(A—AL)=| o0

<a-n §-1) 6

f adonc 3 valeurs propres distinctes qui sont :



Déterminons les sous espaces propres :

A-1L)X=0e

— _
o o

(1
|2
{ 1
Pt —
2
Donc:
1
(3
(A— 13)X=0=>|0
kO
1 1
7o+ 3
2
< §a2—0
l 1
6
Donc:

2
/1
2 |3
A——I>X=0<:>
( 33 0

0

N~



—ga1+3a2—0
0=0
{ao——7a2
a, =4a,
Donc:
]Eé = Vect[-7 + 4 X + X?]
6) On pose:
1 (1) 0
P=<$ —11 _47>, p=|° 2 (2)
0 0 1 0 0 -
7) Ona:
A" =p D" p1
Ou:

Inversons P en résolvant le systeme :

-y+4z=y'

{x+ y—7z=x'
z=12z

y=-y' +47

x=x"+y —4z'+77
®{
z=2z

x=x"+y +3272
ﬁ{

y=—y +47
z=17z
D’ol :
1 1 3
Pl=(0 -1 4
0O 0 1
On aalors:



Exercice 2

1) Supposons 0 valeur propre de A. Alors il existe un vecteur colonne X non nul tel que :
AX=0X
Donc:
A1 (AX)=4"1(0X)
Soit :
X=0

Ce qui est absurde

2) Soit A valeur propre de A alors il existe un vecteur colonne X non nul tel que :

AX=21X
Donc:
AT (AX)=A"T(AX)

Soit :

X=214"1Xx
Finalement :

1
ATl X = 7 X

1 -
Donc 3 est valeur propre de A7 L.

- o1 _ . .
Réciproquement, si n est valeur propre de A~ alors d’aprés ce que I'on vient de prouver



= A estvaleur proprede (A1)t =4

O ~Irkr

3) Ona:

IEA,A = IEA—1%

4) si A est diagonalisable, elle posséde une base de vecteurs propres qui sont également
vecteurs propres de A~1, donc A~! est diagonalisable

5)
Al=pp-tp-?
Ou D~ est la matrice diagonale donc la diagonale est formée des inverses des éléments
diagonaux de D
Exercice 3 :

1) On a:Vx€]0,+oo[:
2x+1=x+(x+1)

Donc la famille {x,x + 1,2 x + 1} est liée
Pour I'autre famille, partons d’une combinaison linéaire nulle :

Vx € 10,400 : aln(x)+bIln(x+1)+cln(2x+1)=0
Dérivons :

b c

=0
x+1+2x+1

a

-+

X
Mettons au méme dénominateur :

ax+1D)Rx+1D)+bx2x+1)+c x(x+1)_0
x(x+1D)Q2x+1) B

On en déduit :

Vx €]0,+o[: a(x+1)2x+1)+bx2x+1)+cx(x+1)=0
Considérons lepolynbmea (X + 1) 22X+ 1D +bX2X+1D)+c XX +1)
Puisqu’il a une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul. Ainsi :

VxeERa(x+1)2x+1)+bx2x+1)+cx(x+1)=0

Nous pouvons donc prendre des valeurs particulieres de x comme 0,—1,—1/2. On obtient

alors :
a=b=c=0

Ce qui prouve que la famille est libre



Exercice 4 :

1) Ona:

v={e(y Pre Q) @rer)=veal(y 3).G )

Donc V est un sous espace vectoriel de [E

2) Vérifions que la famille qui engendre V est bien libre :

(o D+ 5)=0 =G )= o)=a=t=0

Donc cette famille est libre. C'est une base de V qui est ainsi de dimension 2.

a) Ona:
(@ D@ D)=rCore arh)

=& D )
G D+ a)

Donc f est une application linéaire de E dans E

(d+kd' —b—kb'
—c—kc a+kd

5 ona:
o =0 9
o 0=G %)
F§ =05 0
6 D=0 o)

c) Aestvaleur propre de f siil existe une matrice non nulle telle que :
a by _,(a b
f (c d) =4 ((; d)

Qui équivaut a :

)



G

)

I
N

d=21a
—-b=21b
< —c=Ac
a=21d
d=2%d
A+Db=0
A+1Dc=0
a=21d
A2-1)d=0
A+1D)b=0
A+1Dc=0
a=A1d
b=0 0=0 b=0
Slc=0%Y0=0 “Jc=0
a=d a=-—d a=0

f admet donc 2 valeurs propres 1 et —1 et les sous espaces propres associés sont :

B ={(§ o) dem}=veee[(y 7))

E-1= {(_cd Z) :(c,d) € Rz} = Vect [(_01 (1)),(8 (1))’((1) 8)]
d) Il apparait ainsi que [E; est de dimension 1 et [E_; de dimension 3 car ce dernier est

engendré par une famille libre a 3 éléments. On peut donc former une base de vecteurs
propres avec les bases de E; et [E_; donc f est diagonalisable.
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