Second devoir surveillé de Mathématiques Al2

Enseignant : Laurent Gry

Exercice 1 : Forme linéaire (4 points)

On désigne par [E I'espace vectoriel formé par les matrices carrées d’ordre 2. On considére

|"application suivante appelée trace :

T:E- R
A=(Z 2)—>T(A)=a+d

Montrer que T est une application linéaire (1 point)

Déterminer une équation du noyau de T et en donner une base (1 point)
Déterminer I'image de T (1point)

Montrer que T vérifie la propriété (1 point) :

V (4,B) € E2: T(AB) = T(BA)

Exercice 2 : (6 points)

On désigne par E = R, [X] I'espace vectoriel formé par les polyndmes de degré inférieur ou égal a 2.

On considere I'application suivante :

f:E->E

P(X) > P'(X2+1)

Ou P'(X) désigne le polyndme dérivé de P(X)

Vérifier que I'application a bien un sens, c'est-a-dire que P'(X2 + 1) € E et montrer que f
est linéaire (1 point)

Déterminer le noyau de f en en précisant une base (1 point) :

En déduire la dimension de I'image de f (0,5 point)

Déterminer la matrice de f relativement a la base canonique de E (1,5 point)

En déduire les valeurs propres de f ainsi que les vecteurs propres associés (1,5 point)

f est elle diagonalisable, c'est-a-dire peut on former une base de vecteurs propres ? Justifier
(0,5 point)

Exercice 3 : Théoréme de Cayley Hamilton a I'ordre 2 (3 points)

On désigne par [E I'espace vectoriel formé par les matrices carrées d’ordre 2. En posant :

4=(, o)



1) Déterminer le polyndme caractéristique de A a savoir : (1 point)

(a—X) c
b d-X)

Py(X) =
2) Vérifier le théoreme de Cayley Hamilton, a savoir ( 2 points) :
Py(A) =0
On rappelle que si P(X) = a, X?> + a; X + ag alors :
PA) =a,A’+a,A+ayl,

ou:

L=(y 1)

Exercice 4 : matrice inverse et valeur propre (2 points)

Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible. Montrer que si A est valeur propre de A alors son
inverse 1/ est valeur propre de A™1

Exercice 5 : matrice inverse (3 points)
Soit A une matrice carrée d’ordre n vérifiant :

A3 =3A+1,
Ou I,, désigne la matrice identité d’ordre n

Montrer que A est inversible et exprimer A% et A™1 en fonction de puissances de A et de I,

Exercice 6 : Déterminant (2 points)

Calculer le déterminant de la matrice suivante :

2 3 -1 0
_[1 0 5 0
A= 0 0 2 4
01 0 -3

A est elle inversible ?



Correction
1)

Soit (4, B, k) € E2 x R. Posons :

a=( a) =G %)

Alors :
avB=(15 19
a=(5p ka)
Donc:

TA+B)=(a+d)+(d+d)=(a+d)+ (@ +d)=T(A) +T(B)
T(kA)=ka+kb=k(a+b)=kT(4)

Donc T est linéaire.

2)
Soit :
)
Alors :
AeENT)e TA) =02 a+d=0
Donc:
N(T)={A=(Z _Ca): (a,b,c) €R?}

={A=a((1) _01)+b(2 8)+c(8 (1)) (a,b,c)eR3}

=veer[(y 5).(7 o) o)l
Considérons la base canonique de [E :
(6 06 oG 0 o
Les matrices génératrices du noyau ont pour vecteurs colonnes respectifs :
1 0 0
0 0 1
0 1 0
-1 0 0



Ces trois vecteurs colonnes sont de fagon triviale libres, donc :
dim(N(T)) =3
3) D’apresle théoréeme du rang :
dim(Im(T)) = dim(E) — dim(N(T)) =4-3=1

Or Im(T) est un sous espace vectoriel de R qui est de dimension 1 donc :

Im(T) =R
4)
Soit :
=9 o= 9
Alors :
1B=(ya iy bt d)
Donc:

T(AB)=aa' +cb'+ bc'+dd
En échangeant les primes, on en déduit :

TBA)=da+c' b+ b'c+ dd

Il apparait :
T(AB) =T(B A)
Exercice 2 :
1) Posons
P(X) =ay+a; X +a, X?
alors

P(X)=a, +2a,X
PX?+1)=a; +2a, X*+1)=a;+2a,+2a,X?
Donc P'(X?>+ 1) €E
2)

Soit :



P(X)=ay+a; X+ a, X?

Alors :
PX)EN(f) e f(PX)) =0
S a+2a,+2a,X2=0
(ras’
©a =a,=0
Donc :
N(f) = Vect[1]
dim(N(f)) =1
3)
dim(Im(T)) = dim(E) — dim(N(T)) =3 —-1=2
4)

f()=0=0x1+0X+0X?
fX)=1=1x1+0X+0X2
fXH=2X?+1)=2+0X+2X?

On en déduit la matrice de f relativement a la base canonique 1,X,X2 de E :

0 1 2
A=10 0 O
0 0 2

5) Calculons le polyndme caractéristique de A :

-X 1 2
PX)=]0 -X 0 |[=-X)XN2-X)=X?>2-X)
0 0 2-X

f adonc deux valeurs propres, 0 et 2
Les vecteurs propres associés a la valeur propre 0 forment le sous espace propre :

Eo = N(f)

Déterminons le sous espace propre [E, des vecteurs propres associés a la valeur propre 2 en
résolvant :



-2 1 2\ /% 0
0 -2 0f(la]=1(0
0 0 0/ 1\az 0

_2a0+a1+2a2:0
®{

_2a1=0
0=0

Donc:
E, ={P(X) =ay, (1+X?): ay € R} =Vect[1 + X?]

6) f n’est pas diagonalisable car : dim(E;) + dim(E,) < dim(E)

Exercice 3

1)

PA(X)=|a;X diX|=(a—X)(d—X)—bc=X2—(a+d)X+ad—bc

Py(A)=A*-(a+d)A+ad—bc

Or si on pose :

Alors :

Azz(a2+bc ac+cd)
ba+db ad+d?

2
a=(a +ad ac+cd)
(a+d) (ab+bd ad+ d?

(ad—bc)12=(ad_bc 0 )

0 ad—>bc

On vérifie alors aisément que :

P =() o)



Exercice 4 :

Soit A valeur propre de A alors il existe X # 0 tel que :

AX=21X
Donc:
ATYAX)=A4"T(AX)

X=1A"X

Donc
A#0
1
A‘lezX

1 — .z
Donc n est valeur propre de A™1 et X est un vecteur propre non nul associé.

Exercice 5:
A3 =3A+1,
A3 —-3A=1,
AA2-3L)=1,
Donc A inversible et :

AT =A% -31,

A0 = A4 =A(BA+ )3
=A(BAP+3BA* L, +3BAL*+1,°)
=AOQA+27A2+9A+1,)
=AOBA+I)+27A2+9A+1,)
=AQR7A2+36A+101,)
=27A3+364%+104
=27BA+1,)+364%2+104

=36A4%2+91A4+271,



Exercice 6 :

SO N

_ oo W

15?) 05 0 3 -1
> al=2l0 2 4|0 2
0 —3 10 -3 It o

=25 -G &+13 W

=2x20—(—18—4) = 62




