Contréle de Mathématiques AlZ -Décembre 2015

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Espaces vectoriels généraux (3,5 points)

Soit E le R espace vectoriel R3
SoitF={u=(x,y,2), x+y—2z=0)} et G="Vect(e)oueée = (1,2,3)

a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de .

b) Déterminer une base de FF et en déduire sa dimension

c) Déterminer des équations paramétriques de G et en déduire F N G
d AtonE=F® G?

Exercice 2 : Espace vectoriel de fonctions (3,5 points)

Soit [E le R espace vectoriel des fonctions de R dans R et FF le sous-ensemble de [E formé par
les applications deux fois dérivables sur R.

a) Soit I'application @ de F dans FF définie par : @(f) = f" + f?

Montrer, par un exemple simple, qu’il existe un réel a et une fonction f de [ telle que
®(a f) # a f. En déduire que @ n’est pas linéaire.

b) Soit I'application ¥ de E dans E définie par: ¥ (f) = f"" — f
Montrer que ¥ est linéaire

Déterminer son noyau, ainsi qu’une base du noyau

Exercice 3 : Espace vectoriel de polynémes (8 points)

Soit R,[X] le R espace vectoriel des polynémes de degré 2 a coefficients réels, a savoir :
Ry[X] ={c+bX+aX?,(a,b,c) € R3}

On rappelle que les vecteurs de R,[X] sont des suites et que 1 est la notation simplifiée de
la suite (1,0,0,...), X celle de (0,1,0,...) et X2 celle de (0,0,1,...) et que la famille (1,X,X?) est
une base de R, [X] appelée base canonique.

On rappelle également la définition de la composée de deux polynémes P(X) et Q(X) :



Ennotant: P(X) =c+bX +aX?alors: P(Q(X)) =c+bQ(X)+ aQ(X)?
Soit la famille (e, e5, e3) ou :
e =XX-1; e=XX+1D;es=X-DX+1)

a) Montrer que cette famille est libre, en déduire que c’est une base de R, [X]
b) Déterminer la matrice de passage P de la base canonique a cette base
c) Inverser P

Soit @ I’endomorphisme de R, [X] défini par : ®(P(X)) =2 P(X + 1) — X P'(X)
On rappelle la définition du polyn6me dérivé :
Ennotant P(X) =c+bX+aX?alors P(X)=b+2aX

d) Déterminer le noyau de @ en précisant une base.

e) Déterminer la matrice A de @ dans la base canonique de R,[X] et en déduire une
base de I'image de @

f) En déduire la matrice B de @ dans la base (e7, €3, €3)

Exercice 4 : Inversion de matrice (5 points)

Soit [E le R espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3. On suppose qu’une matrice A de
E vérifie :
A3 —5A2+2A+41;=0

a) Déterminer I'inverse de A en fonction de puissances de A et de |
b) Déterminer A* en fonction de puissances de A et de |
c) SiC et D sont deux matrices inversibles, montrer que : (C D)™ =D"1C?

On suppose que C et D sont des matrices tellesque C = P D P~ avec:

1
D=(0
0
2
P=(1
0

1

0

(el oN O

-1 0
0
1

0
)
3
0
)
1

d) Soit n un entier naturel non nul. Montrer par récurrence surn que : C* = P D™* p~1

e) En déduire les termes de la matrice C™



Exercice 1

a)
F={u=(y2), x+y—2z=0)}
Soientd = (x,v,2),v = (x',y',2z') deux vecteurs de Fet a« € R
alors :
Uu+v=x+x,y+y,z+2)
ad=(ax,ayaz)
x+y—2z=0
xX'+y' —=2z2'=0
Par somme :
x+xN+@y+y)=-2@=z+2)=0

donc u+v €F

Par produit de la premieére par a
ax+ay—2az=0
donc au €F

IF est donc stable pour 'addition et la multiplication externe. C’est donc un sous espace
vectoriel de E.

b)
En exprimant x en fonctionde yetzona:
F={Gi=(-y+2zy,2):(y;2) ER?}={i=y(-1,1,0) +z(2,0,1) : (y;2) € R?}
Donc
F = Vect (&5 = (-1,1,0); & = (2,0,1))
Or (eg; e,) est de facon évidente une partie libre donc une base de F

D’ol dim([F) = 2



c)

U=((xy2€G o IkeR: ui=ké
x=k
© 3keR: {y—Zk
z=3k
x=k
U= (x,y,z2) EFNG © 3k€ER: {y:Zk et x+y—2z=0
z=3k
x=k
& JkeR: {y:Zk etk+2k—6k=0
z=3k

@x:y:zzo
Donc:

FNG = {0}

d)
La somme F @ G est directe donc:
dim(F @ G) = dim(F) + dim(G) =2 + 1 = 3 = dim(E)
et F @ G sous espace vectoriel de E, donc :

FOG=E

Exercice 2

a)

o(f)=f"+f?
Prenons pour f la fonction constante égalea leta = 2

PQf)=d(2)=0+22=4



20(f)=2®(1) =2(0+12) =2
Donc @2 f) #2d(f)

@ n’est donc pas linéaire.

b)
v =f"~f
Soit f et g deux fonctions de E et o € R alors :
Y+ =0+9)"-F+=0F"-N+@" -9 =%Y)+¥)
P(af)=(@f)'—(af)=a(f" = fl=a¥()
Donc ¥ est linéaire
fENW) & P(f)=0
o f"—f=0
L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle est :
r’?—1=0
dont les racines sont -1 et 1
Les solutions sont donc les fonctions définies pour tout réel x par :
f(x)=Ae™*+Be*
A et B étant deux réels arbitraires
Donc:
N(¥) =Vect(e™; e*)

(e™™; e*) étant une partie libre, elle forme une base du noyau, qui est donc de dimension
2



Exercice 3
e=XX-1; e=XX+1;e5=X-DX+1)

a)
Partons d’'une combinaison linéaire nulle :
ag+pheG+ye=0=aXX-D+BXX+D+yX-1DX+1) =0
> (@+B+y)X*+(—a+BX—-y=0

a+f+y =0
=] —a+=0

—y=0

Donc la partie (e;; e5; e3) est libre dans R,[X] qui est par ailleurs de dimension 3, c’est
donc une base de R, [X]

b)
Matrice de passage de la base (1; X; X2) alabase (e;; e3; €3)
= X(X—1)=0—X +X?
=XX+1D)=0+X+X?

= X—-DX+1)=-1+0X+X?

c) Inverse de P

On résout le systeme associé :



—z=x'
o { —-x+y=y'
x+y+z=27
z=-x'
& { —x+y=y
x+y=x"+2
(par ajout, puis soustraction des deux derniéres)

z=-x'
s {2y=x’+y’+z’
2x=x"—-y'"+7

/1 1 1\
X 2 2 21/x
<:><y>=|1 1 1|y
z \2 2 2/ z'
-1 0 0
Soit :
/1 1 1\
2 2 2 1/1 -1
Pp1=|1 1 1 =5 1 1
2 2 2 -2 0
-1 0 0
On vérifie :
1/1 -1 1,/0 0 -1 1 0 0
P‘1P=§ 1 1 1|l-1 1 o0 ]=(0 1 o>=13
-2 0 0o/\1 1 1 0 0 1
d)

SoitP(X)=c+bX+aX?
P(X) EN(®) & o(P(X)) =0

& ¢o(P(X))=0



©2PX+1)-XP'X)=0
S2(c+bX+D+aX+1DH-XB+2aX)=0
o 2(a+b+c+bh+2a)X+aX?)—bX—-2aX?>=0
©2(a+b+c)+(Aa+b)X=0

@{2(a+b+c)=0
4a+b=0

o {bc==_34aa

Donc:
N@)={PX)=a(B—-4X+ X*):aeR}=Vect(3—4X+ X?)

Le polyndme 3 — 4 X + X? est une base de N(®) qui est donc de dimension 1

e)
P(1)=2x1-X.0=2+0X+0X?
PX)=2X+1)—-X.1=2+X+0Xx?
PX)=2X+1)?—-X.2X=2X>4+4X+2-2X?>=2+4X+0X?

D’ou:

2 2 2
A=10 1 4
0 0 O

Le théoreme du rang indique que :
Dim(Im(®)) + Dim(N(®)) = Dim(R,[X]) = 3
Donc:
Dim(Im(®)) = 2
Or les colonnes de A donnent une partie génératrice de Im(®)
Im(®)=Vect(2;2+X;2+4X)
Dans cette partie, les deux premiers vecteurs ne sont, de facon évidente, pas liés. Ainsi :

(2; 2+ X) est une base de Im(®)



Notons qu’on pourrait tout aussi bien prendre (1; 2 + X) puisqu’on ne change pas le

caractere de base d’une partie
guelconques non nulles

f)

1/1 -1 1
B=P‘1AP=E<1 1 1
-2 0 0
1/1 -1 1\/0 4 0
=-|1 1 1){3 5 4
—2 0 0/\0 0 0

Exercice 4
A3 —5A24+2A+41;=0
a)

(AZ— 5A+21)A=—-41I
1 2
Donc
1
A‘lz—Z(Az— 5A+21;)

b)
AB=542-24A—-41,

A =5A43-242-4A4=5(5

c)

en multipliant chacun de ses vecteurs par des constantes

A2 —2A—413)—2A*—4A=23A*-14A-201,



Par associativité du produit matriciel :
Ccp)ypcHy=cmbDHC?
puis propriété de l'inverse :

€Dy *chH=cUyct

puis la matrice identité :
cop)ymichH=cct

et a nouveau de l'inverse :

(€ DYDY =1

On en déduit :

(cD)*=Dp"1c™ !

d)
Initialisation : pourn =1
C=PDP!
La propriété est vraie par hypothése.
Hérédité :
Soit n un entier naturel pour lequel la propriété est vraie, alors :
cr=pp"p1
Donc:
c*tl=ccr=PDpDPYHY)PD*"PY)Y=PD((PtP)D"Pt=pPpDD"P1=ppnrtlp-l
donc la propriété est vraie pourn + 1

Elle est donc vraie pour tout entier natureln > 1

21 0/1 0 O 1 -1 0
c"=11 1 0)J{0o 2 0o ]J{-1 2 O
0 0 1/ \0 0 3" 0 0 1



2 10 1 -1 0
" = <1 1 0) (—2" 2"t 0 )
0 0 1 0 0o 3"

2-2" —=242™ 0
C"=11-2" —-1+2™' 0

0 0 3"



