
Devoir surveillé AI1 – 2020 

Mathématiques 

 

Exercice 1 : Développement de Taylor-Young (5 pts) 

On considère la fonction 𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(3 𝑥 + 𝜋) + 𝑐𝑜𝑠 (𝑥 +
𝜋

3
) 

1) En posant  𝑥 =
𝜋

3
+ ℎ, exprimer 𝐿𝑛(3 𝑥 + 𝜋) en fonction de la nouvelle variable ℎ en le 

mettant sous la forme : 

𝐿𝑛(3 𝑥 + 𝜋) = 𝑎 + 𝐿𝑛(1 + 𝑢(ℎ)) 

 

où 𝑎 est une constante à déterminer de même que  𝑢(ℎ) une fonction qui tend vers 0 

quand ℎ tend vers 0 

 

2) De la même façon, exprimer 𝑐𝑜𝑠 (𝑥 +
𝜋

3
) en fonction de ℎ en le mettant sous la forme : 

𝑐𝑜𝑠 (𝑥 +
𝜋

3
) = 𝑏 cos(ℎ) + 𝑐 𝑠𝑖𝑛(ℎ) 

où 𝑏 et 𝑐 sont deux constantes à déterminer 

3) Effectuer le développement limité de 𝐿𝑛(1 + 𝑢(ℎ)) et de 𝑏 cos(ℎ) + 𝑐 𝑠𝑖𝑛(ℎ) en 0 à 

l’ordre 5. 

4) En déduire, le développement limité de Taylor Young de 𝑓(𝑥) en 
𝜋

3
 à l’ordre 5 

Exercice 2 : Calcul de limites  (5 pts)  

En utilisant si besoin les développements limités et les équivalents, calculer : 

𝑎)   lim
𝑥→0+

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

                    𝑏)            lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

      𝑐)  lim
𝑥→+∞

(1 +
1

√𝑥
)
𝑥

  

 𝑑)    lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
        𝑒)   lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
 

 

Exercice 3 : Développements limités de Taylor-Mac Laurin (10 pts) 

1) Donner le développement limité en 0 à l’ordre 4 de la fonction suivante : 

𝑓(𝑥) = (2 + 𝑒𝑥) (3 𝐿𝑛(1 + 𝑥) + 2) 

2) Soit 𝑓 une fonction réelle de la variable réelle admettant un développement limité en 0 à 

l’ordre 3  de la forme : 

𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 + 3 𝑥2 − 4 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

 Déterminer le développement limité en 0 à l’ordre 3 de son inverse 𝑔 = 1/𝑓 

 Sans calculs, donner la valeur de 𝑔′(0) 

 



3) Donner le développement limité en 0 à l’ordre 3 de la fonction : 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

4) Donner le développement limité à l’ordre 7 en 0 de la fonction  

𝑓(𝑥) = 𝑡ℎ−1(𝑥) 

5) Soit 𝛽 ∈ ]0,+∞[ et soit 𝑓 une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ]−𝛽, 𝛽[ et telle 

que : 

𝑓(0) = 2 

𝑓′(0) = 1 

𝑓′′ admet un développement limité à l’ordre 3 en 0 

𝑓 vérifie sur ]−𝛽, 𝛽[ :  𝑓′′(𝑥) = 2 𝑓′(𝑥) − 𝑥 𝑓(𝑥) + 2 𝑥2 

 

Déterminer le développement limité de 𝑓 en 0 à l’ordre 5 

 

 

 

 

  



Correction 

 

Exercice 1 : 

1)  

𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(3 𝑥 + 𝜋) = 𝐿𝑛 (3 (
𝜋

3
+ ℎ) + 𝜋)𝐿𝑛(3 ℎ + 2 𝜋) = 𝐿𝑛(2 𝜋) + 𝐿𝑛 (1 +

3 ℎ

2 𝜋
) 

2)  

𝑐𝑜𝑠 (𝑥 +
𝜋

3
) = 𝑐𝑜𝑠(ℎ) 𝑐𝑜𝑠 (

2 𝜋

3
) − 𝑠𝑖𝑛(ℎ) 𝑠𝑖𝑛 (

2 𝜋

3
) = −

1

2
𝑐𝑜𝑠(ℎ) −

√3

2
 𝑠𝑖𝑛(ℎ)  

3)  

𝐿𝑛(1 + 𝑡) = 𝑡 −
1

2
 𝑡2 +

1

3
 𝑡3 −

1

4
 𝑡4 +

1

5
 𝑡5 + 𝑜( 𝑡5) 

𝐿𝑛 (1 +
3 ℎ

2 𝜋
) =

3 ℎ

2 𝜋
−
1

2
 (
3 ℎ

2 𝜋
)
2

+
1

3
 (
3 ℎ

2 𝜋
)
3

−
1

4
 (
3 ℎ

2 𝜋
)
4

+
1

5
 (
3 ℎ

2 𝜋
)
5

+ 𝑜 ( (
3 ℎ

2 𝜋
)
5

) 

=
3 ℎ

4 𝜋
−

9

8 𝜋2
 ℎ2 +

9

24 𝜋3 
 ℎ3 −

81

64 𝜋4
 ℎ4 +

243

160
 ℎ5 + 𝑜(ℎ5) 

 

−
1

2
𝑐𝑜𝑠(ℎ) −

√3

2
 𝑠𝑖𝑛(ℎ) 

= −
1

2
 (1 −

1

2
 ℎ2 +

1

24
 ℎ4 + 𝑜(ℎ5)) −

√3

2
 (ℎ −

1

6
  ℎ3 +

1

120
  ℎ5 + 𝑜(ℎ5)) 

= −
1

2
−
√3

2
 ℎ +

1

4
  ℎ2 +

√3

12
  ℎ3 −

1

48
 ℎ4 −

√3

240
  ℎ5 + 𝑜(ℎ5)  

4)   

𝑓(𝑥) = 𝐿𝑛(2 𝜋) −
1

2
+ (

3 ℎ

2 𝜋
−
√3

2
) (𝑥 −

𝜋

3
) + (

1

4
−

9

8 𝜋2
)  (𝑥 −

𝜋

3
)
2

+ (
√3

12
+

9

24 𝜋3 
)  (𝑥 −

𝜋

3
)
3

− (
81

64 𝜋4
+
1

48
)  (𝑥 −

𝜋

3
)
4

+ (
243

160
−
√3

240
)  (𝑥 −

𝜋

3
)
5

+ 𝑜 ((𝑥 −
𝜋

3
)
5

) 

Exercice 2 : 

a)  

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

= 𝑒
𝑥 𝐿𝑛(1+

1
𝑥
)
 

et : 

𝑥 𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) = 𝑥 𝐿𝑛 (

𝑥 + 1

𝑥
) = 𝑥 𝐿𝑛(𝑥 + 1) − 𝑥 𝐿𝑛(𝑥) 



lim
𝑥→0+

𝑥 𝐿𝑛(𝑥 + 1) = lim
𝑥→0+

𝑥 𝐿𝑛(𝑥) = 0 

Donc 

lim
𝑥→0+

𝑥 𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
) = 0 

lim
𝑥→0+

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

= 1 

b)  en +∞ 

𝑥 𝐿𝑛 (1 +
1

𝑥
)~𝑥 

1

𝑥
= 1 

lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

= 𝑒 

c)  

(1 +
1

√𝑥
)
𝑥

= 𝑒
𝑥 𝐿𝑛(1+

1

√𝑥
)
 

en +∞ 

𝑥 𝐿𝑛 (1 +
1

√𝑥
)~𝑥 

1

√𝑥
= √𝑥 

lim
𝑥→+∞

(1 +
1

√𝑥
)
𝑥

= +∞ 

d) En 0 : 

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
=
1 + 𝑥 +

1
2 𝑥

2 + 𝑜(𝑥2) − 1 − (𝑥 + 𝑜(𝑥2))

𝑥2
=

1
2 𝑥

2 + 𝑜(𝑥2)

𝑥2
=
1

2
+ 𝑜(1) 

Donc : 

lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
=
1

2
 

e) en +∞ 

−1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑜(𝑒𝑥) 

Donc : 

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
~
𝑒𝑥

𝑥2
 

Et par croissance comparée : 

lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑥2
= +∞ 

 

 



 

Exercice 3 : 

1) 

2 + 𝑒𝑥                        = 3 +     𝑥 +
1

2
 𝑥2 +

1

6
 𝑥3 +

1

24
 𝑥4 + 𝑜(𝑥4) 

3 𝐿𝑛(1 + 𝑥) + 2 = 2 + 3 𝑥 −
3

2
 𝑥2 + 𝑥3 −

3

4
 𝑥4 + 𝑜(𝑥4) 

𝑓(𝑥) = 6 + (9 + 2)𝑥 + (−
9

2
+ 1 + 3) 𝑥2 + (3 +

1

3
−
3

2
+
3

2
 ) 𝑥3 + (−

9

4
+
1

12
+ 1 +

1

2
−
3

4
) 𝑥4

+ 𝑜(𝑥4) 

= 6 + 11 𝑥 −
1

2
 𝑥2 +

10

3
 𝑥3 −

17

12
 𝑥4 + 𝑜(𝑥4) 

2) Posons : 

1

𝑓(𝑥)
= 𝑎0 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 𝑥

2 + 𝑎3 𝑥
3 + 𝑜(𝑥3) 

𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥 + 3 𝑥2 − 4 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

Alors : 

{

𝑎0 = 1
−𝑎0 + 𝑎1 = 0

3 𝑎0 + 𝑎2 − 𝑎1 = 0 
−4 𝑎0 ++𝑎3 + 3 𝑎1 − 𝑎2 = 0

 

 

⇔{

𝑎0 = 1
𝑎1 = 1
𝑎2 = −2 
𝑎3 = −1

 

D’où : 

𝑔′(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
= 1 +  𝑥 − 2 𝑥2 − 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

Et : 

𝑔′(0) = 𝑎1 = 1 

3) On a en 0 pour les variables 𝑥 et 𝑡 : 

𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 𝑥 −
1

6
 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

𝑒𝑡 = 1 + 𝑡 +
1

2
 𝑡2 +

1

6
 𝑡3 + 𝑜(𝑡3) 

Donc, par composée : 



𝑒𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 1 + 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 
1

2
 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) +

1

6
 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) + 𝑜(𝑠𝑖𝑛3(𝑥)) 

Or : 

𝑜(𝑠𝑖𝑛3(𝑥)) = 𝑜(𝑥3) 

𝑠𝑖𝑛2(𝑥) = 𝑥2 + 𝑜(𝑥3) 

𝑠𝑖𝑛3(𝑥) = 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

D’où : 

𝑒𝑠𝑖𝑛(𝑥) = 1 + 𝑥 −
1

6
 𝑥3 +

1

2
 𝑥2 +

1

6
 𝑥3 + 𝑜(𝑥3) = 1 + 𝑥 +

1

2
 𝑥2 + 𝑜(𝑥3) 

4) On a 

𝑓′(𝑥) =
1

1 − 𝑥2
 

Or en 0 : 

1

1 − 𝑡
= 1 + 𝑡 + 𝑡2 + 𝑡3 + 𝑜(𝑡3) 

Donc, par composée : 

1

1 − 𝑥2
= 1 + 𝑥2 + 𝑥4 + 𝑥6 + 𝑜(𝑥6) 

Et par intégration : 

𝑡ℎ−1(𝑥) = 𝑡ℎ−1(0) + 𝑥 +
1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 +

1

7
𝑥7 + 𝑜(𝑥7) 

= 𝑥 +
1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 +

1

7
𝑥7 + 𝑜(𝑥7) 

5) Posons : 

𝑓′′(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 𝑥
2 + 𝑎3 𝑥

3 + 𝑜(𝑥3) 

Alors par intégration : 

𝑓′(𝑥) = 1 + 𝑎0 𝑥 +
𝑎1
2
 𝑥2 +

𝑎2
3
 𝑥3 +

𝑎3
4
 𝑥4 + 𝑜(𝑥4) 

Et : 

𝑓(𝑥) = 2 + 𝑥 +
𝑎0
2
 𝑥2 +

𝑎1
6
 𝑥3 +

𝑎2
12
 𝑥4 +

𝑎3
20
 𝑥5 + 𝑜(𝑥5) 

Introduisons alors ces développements dans l’équation en se limitant à l’ordre 3 et en identifiant 

leurs parties régulières : 

𝑓′′(𝑥) = 2 𝑓′(𝑥) − 𝑥 𝑓(𝑥) + 2 𝑥2 

𝑎0 + 𝑎1 𝑥 + 𝑎2 𝑥
2 + 𝑎3 𝑥

3 = 2 + 2 𝑎0 𝑥 + 𝑎1 𝑥
2 +

2 𝑎2
3
 𝑥3 − 2 𝑥 − 𝑥2 −

𝑎0
2
 𝑥3 + 2 𝑥2 

Ainsi : 



{
 
 

 
 

𝑎0 = 2
𝑎1 = 2 𝑎0 − 2 = 2
𝑎2 = 𝑎1 − 1 + 2 = 3 

𝑎3 =
2 𝑎2
3

−
𝑎0
2
= 1

 

D’où  

𝑓(𝑥) = 2 + 𝑥 + 𝑥2 +
1

3
 𝑥3 +

1

4
 𝑥4 +

1

20
 𝑥5 + 𝑜(𝑥5) 


