Contréle de Mathématiques Al1 -Décembre 2018

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Dérivabilité (1,5 pts)

Soit B € ]0,+oo[,a € R,L € R et f une fonction continue sur [a, a + B[ et dérivable sur

la,a + B[ et telle que lim,_,,+ f'(x) = L

Montrer a I'aide du théoréme des accroissements finis que f est dérivable a droite en a et que :

fl@) =1L

Exercice 2 : Fonctions réciproques (10,5 pts)

On consideére la fonction définie par f(x) = /2 ch?(x) — 1

D
2)

3)
4)
5)

6)
7)
8)

Montrer que f est définie sur [0, +oo[

Justifier que f est dérivable sur |0, +oo[ et montrer qu’elle est dérivable a droite en 0 (on
pourra utiliser le résultat de I'exercice 1

Montrer que f définit une bijection de [0, +oo[ dans un intervalle J a préciser

Donner I'expression f ~1(y) de la réciproque sur l'intervalle ]

Donner le domaine de définition de la dérivée de f ! en justifiant puis calculer
'expression f ~1'(y) de la dérivée de la réciproque sur ce domaine par deux méthodes
Donner le développement limité en 0 de ch(x) a l'ordre 4

En déduire celui de 2 ch?(x) — 1 al'ordre 4

On donne le développement limité en 0 de V1 + t a I'ordre 4 :

1 1 1 5
1 =1 o t2 3 _ 4 4
VIFE=1+5t—gt? 4+ 67— —ctt +o(th)

En déduire par composition le développement limité de f(x) en 0 a I'ordre 4

Exercice 3 : Développements limités et équivalents (8 pts

D

2)

En utilisant les développements limités et les équivalents, calculer :

e*—1—x esn() — 1 — sin(x)
lim— , lim
x->01 — cos(x) x—0 x?

Soit f une fonction réelle de la variable réelle admettant un développement limité en 0 a
I'ordre 3 :

fX)=3—x+2x2-5x3+0(x3)
Déterminer le développement limité en 0 a I'ordre 3 de soninverse g = 1/f

Sans calculs, donner la valeur de g'(0)



3) Soit B € ]0, +oo et soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle |-, B[ et telle
que:
f0)=1
f(0)=3
f'" admet un développement limité a I'ordre 3 en 0

f vérifiesur |-B,B[: f"(xX) =xf'(x)—2f(x)+2

Déterminer le développement limité de f en 0 a I'ordre 3



Correction
Exercice 1

Formons, pour 0 < h < f8 le taux d’accroissement :

fla+h) - f(a)

T(h) = b

f est continue sur [a, a + h], dérivable sur ]a,a + h[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,
on en déduit :

c(h) €laa+hl:fla+h)—f(a)= (a+h—a)f'(ch) =hf'(c(h))
Donc:
T(h) = f'(c(h))
Or:
a<chy<a+h
Donc, par théoréme des gendarmes :
hlirgl+ c(h)=a
et par composée des limites :
Jig 708 =
Donc f est dérivable a droiteenacet f'(a) = L

Exercice 2

1) Ona pour tout x de [0, +oo[ : ch(x) = 1doncch?(x) > 1et2ch?(x)—1>1>0
f est donc bien définie

2) f estdérivable sur ]0,+o[ parthéorémes généraux (produit, somme et composée) et sur
cet intervalle, on a:

4 ch(x)sh(x) 2 ch(x)sh(x)

A 242 ch?(x) -1 B J2ch2(x) -1

Or:
Jim, 716 =0

f étant continue sur [0, +oo[ par théorémes généraux, on peut appliquer le résultat de
I'exercice 1. f est dérivableenOet f'(0) =0

3) Onaf'(x) > 0sur]0,+oo[ donc f est strictement croissante sur [0, +oo]. Elle définit donc
une bijection de [0, +oo[ dans f ([0, +oo[). Or f est continue sur [0, +o[ et :



f(0)=1

lim f(x) = +oo

X—+0o
Le théoreme des valeurs intermédiaires donne alors :

([0, +o0[) = [1, +oo]
4) Ona:
V (x,y) € [0,+00[ X [1,400] :
y=f) e y=y2ch?(x) -1
o y2=2ch?(x) — 1

2
+1
@y
2

= ch?(x)

Ainsi :

y2+1

Vy€|[l,+oo[: f71(y) =ch™? 5

5) Ladérivée de f ne s’annulant qu’en 0, d’image égale a 1, f ~1 est dérivable sur |1, +oo[
1% méthode de calcul de f~'(y) : a I'aide de I'expression et en utilisant la dérivée d’une
composée. On pose pour cela :

y2+1
2

t =

alors

y2+1
2
1 1 2y
2—1+2 2 y2+1
1 1 y
y +1 V2 \fy2+1

fH ) =ch™ ()

_ ! Y
JyE+1-2 Jy?+1




Y

V2 -1y?+1
y

=—\/ﬁ

2éme méthode de calcul : par la formule (et en notant pour x = 0 que sh(x) =

Jch?2(x) — 1 donc sh(ch™(z)) =Vz2 —1:

Fy) =
F'(F1)
1

~ 2eh(F0)sh(F L O))
JZ ch2(f1(y») -1

() -
()

Jyr+1-1

ch(x) =1 +lx2 +i x* + o(x%)
2 24

7) Effectuons le produit :

1 1
ch(x) =1+=x?>+— x*+o(x*)

2 24
ch(x) =1 +lx2 +i x* + o(x%)
2 24
2 1
ch?(x) =1+ x*+ (ﬁ + Z) x* + o(x*)

1
=1+x2+§ x*+ o(x*?)

On en déduit :
2
2ch?(x)—1=1+2x? +§ x* + o(x*)

8) Puis, par composée :



2
J2ch?(x)—1 =\/1+2x2+§ x* 4+ o(x*)

1 2 1 2 N\ 1 2 \* 5 2 A\t
=1+—(2 24— 4)——(2 24— 4) +—(2 24— 4) ——(2 24— 4)
2 \#X T3 X ) Tg\er T3 16 \“* 73X 128\° % T3 %
+ o(x*)
1 1
= 1x? +3 x* -3 (4x*+o0(x*)) +o(x*)
1 1
=1+x2+§x4—5x4+0(x4)

1
=1+x2—€ x*+ o(x*)

Exercice 3
1) OnaenO:
1 5 2
e* —1—x 1+x+7x +o(x?)—1—x
1 —cos(x -
*) 1—(1—%x2+0(x2)>
1x2+o(xz) 1x2
_2 ~27 4
1, 2y 1 .5
5 X + o(x?) 5 X
Donc:

I e¥—1-—x
01 —cos(x)

Pour la seconde limite, commencons par le développement limité en 0 de e’ :
t 1 2 2
e =1+t+§t +o(t*)
Puis celui de sin(x) en 0 :

sin(x) = x + o(x?)

On en déduit par composée :
(o) 1, 5
eSin(x) = l+x+5x + 0(x?)

Et:



e — 1 —sin(x) 1+x +% x2+o0(x?)—1—x+o0(x?)

x2 x2
% x? + o0(x?) % x? 1
N x2 xz2 2
D’ol :
I esnt) — 1 — sin(x) 1
xl—I:% x2 )
2) Posons:

gx)=ayta;x+azx?+az;x3+o0(x3
flx) = 3 — x4+ 2x%2 —=5x3+0(x%)

f)g(x)=3ay+Ba;—ag)x+Ba,+2ay—a;)x?+Baz—5ay+2a, —ay) x3
+ o(x?)

On en déduit le systeme :

3ag=1
3a;—ay=0
3a,+2a3—a; =0
3a;—5ay+2a;—a, =0

Q
o
|

Q
R
|
WIRrO|RrWR

(2+1)_ 5
39/ 27

1 1/5 2 5 34
a3=§(5a0—2a1+a2)=§< )=a

1
a; =§(_2 ao +a1) =

\
Soit :

()_1+1 5 2+34 3 4 o(x?)
gx) =z+gx—5ox T o(x

En particulier: g'(0) = %

3) Posons:

f'xX)=ap+a;x+a,x?+azx3+o0(x3)



Alors :

a a a
f’(x)=f’(0)+a0x+?1 x2+?2x3+z3 x*+o0(x*)

a
=3+a0x+?1x2+0(x2)
Et:

f(x)=f(0)+3x+%x2+%x3+o(x3)

=1+3x+%x2+%x3+0(x3)
Reportons ces développements dans I'équation vérifiée par f :
ap+tax+a;x?+azx3+o(x3)
=x<3+a0x+%x2+o(x2)>—2 (1+3x+% x2+% x3+o(x3)>+2

Soit :
2 3 3 1 3 3
ap+a;x+a,x“+azx +0(x)=—3x+€a1x + o(x?)

Par unicité du développement limité, on en déduit :

( a():O
a1=_3
a2=0
1 1

a3=ga1=_§

D’ol :

f(x)=1+3x—%x3+o(x3)



