Second devoir surveillé de Mathématiques All

Enseignant : Laurent Gry

Exercice 1 : Dérivabilité en un point (6 points)

1) Préliminaire : On considere une fonction f définie et continue sur un intervalle fermé borné
[a; b] non réduit a un point, dérivable sur ]a; b] et pour laquelle il existe un réel L que :

Jm =1
En utilisant le théoréme des accroissements finis prouver que f est dérivable en a et que :
fl@=L
2) On considére la fonction définie par :

1 1

sin(x) x

Vx€ ]O;E] D f(x) =
2
f(0)=0
a) Montrer que f est continue en 0 (On pourra s’aider d'un développement limité) et en
déduire que f est continue sur [0; g]

b) Calculer la dérivée de f sur ]0;%] et puissa limite en 0. En déduire, en utilisant le

préliminaire, que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0)

c) Quelleestlaclassede f : Cy, Dyq,Cy,...7

Exercice 2 : Equivalents (5 points)

1) A l'aide d’équivalents, calculer les limites suivantes :

e* —x
a) lim ————F— b) lim 1+3x%2-—x

x>+00 e2xtl +3x xX—+co
lim 1+32%+ d) lim  —2 (0
c) lim e X ) lim Ln(1+x)

2) Soit a, b, c trois réels strictement positifs et la fonction :

abx

£ =

xC
En écrivant f sous forme d’une exponentielle de son logarithme, en déduire :

lim  f(x)

X—+00



Exercice 3 : Développements limités (9 points)
1) Donner le développement limité de Taylor Young en 0 a I'ordre 4 de la fonction :
f(x) = (3 +e*)cos(x)
2) Donner le développement limité de Taylor Young en 0 a I'ordre 6 de la fonction :
9 =1-x2
(On pourra commencer par celuide V1 + t = a1+ t)1/2 a un ordre bien choisi et composer)

3) Donner le développement limité de Taylor Young en 0 a I'ordre 3 de la fonction :

1
1 + sin (x)

h(x) =
4) Donner le développement limité de Taylor Young en 1 a I'ordre 4 de la fonction :
k(x) = cos(x)
(On pourra poser x = 1 + t et utiliser une formule de duplication)

5) Donner le développement limité de Taylor Young en 0 a I'ordre 4 de la fonction [ telle que :

{l’(x) =x—2x?>+5x3+0(x3)
(=1



Corrigé :
Exercice 1

1) Préliminaire : Les hypothéses permettent d’affirmer :

Vx€lJa;b[: Ac(x) €lax[: f(x)—f(a) = (x—a) f'(c(x))
Or d’apreés le théoréme des gendarmes :

lim c(x) =a
x—-at

On en déduit par composée :

i L& —f@ _
m--—=
a

x—at X —

() = i 0 = .

Donc f est dérivable a droiteenacet: f'(a) = L

a) Nous avons

1 1 x—sin(x)
sin(x) x  xsin(x)

Un développement limité en 0 donne alors :

53
x—x+e+o(x®)  x3 «x

x sin (x) “6x2 6

fl) =
f est donc continue en 0 donc sur [O; %]

s e 7 s
b) Calculons sa dérivée sur ]O; E] :

) = —cos(x) 1 —x?cos(x) + sin®(x)
fe) = sin?2(x)  x2 x2 sin?(x)
x? x3 ?
—x? 1—7+0(x2) + x—F+o(x3)
- x2 sin?(x)
4 4 4
2. X 2 o, X7 4 X
_x+2+x 26+0(x)~6~1
x2 sin?(x) x2x%2 6

Nous avons donc :

f continue sur [0; g], dérivable sur ]0;%] etlim,_q f'(x) = ﬁ. On en déduit d’apres le

préliminaire :



L@ -f©) 1
im————=—
x>0 X 6

donc que f est dérivable en 0 et que f'(0) = %.

c) f'estcontinue sur [0; %] donc f est de classe C; sur [0; g]

Exercice 2
1)
a) En+oo:
e¥ —x e* 1
e2x+tl 1 3 x~62x+1 - ex+1
donc :
*—x 1
li = =0
xotoo 2%l { 3 x  xotoo eX+1
b) En+4oo:
1+ 3x%2~3x2
donc :

J14+3x2~/3x2=x3

donc par différence :

V1+3x2—x~x (V3 —1)

et:

lim \/1+3xz—x=xli£_noo x(\/3_—1)=+00

X—+00

c) En —oo (attention au signe !!)

J14+3x2~/3x2=—-x3

Donc par différence :

V1+3x2 —x~x(—V/3 - 1)

et:

lim ‘/1+3x2_x=xlilﬂo x(—V3 = 1) =+

X——00

d) EnO:



sin(x) ~x
Ln(1+ x)~x
Donc par différence :

sin (x) x

— Y7 =1
In(1+x) «x
et:
sin(x)
20 In(1+x)
2) Ona:
bx
Inf(x) =Ln < pr: ) =bx Ln(a) — ¢ Ln(x)~b x Ln(a)
donc :
lim bxLn(a)—cln(x) = lim bxLn(a) =+
xX—+00 X—+0o0
Or:

f(X) — eLnf(x) — eben(a)—c Ln(x)
Par composée :

lim f(x) = tETm et = +o0

X—+00
Exercice 3
1) OnaenO:
f(x) = (@3B +e*)cos(x)
3+e"=4+1x+1x2+1x3+ix4+0(x4)
2 6 24
1, 3,14 4
cos(x) =14+0x—=x*+0x>+—x*+o0(x*)
2 24
On en déduit :
4 1 1 4 1 1
f(x)=4+x—§x2+§x2+gx3—§x3+ﬁx4+ﬁx4—1x4+o(x4)
3 1 1
_4 2.2 _1.3_ .4 4
+x 5 XX T + o(x*)

2) OnaenO:



1 /1 1/1 1
\/1—+t=(1+t)%=1+%t+7(7_1) t2+7(7—1)(7—2)

t3 t3
2 2 %3 +o(t%)

—1+1t 1t2+1t3+ )
-T2 Tt et T

Ainsi, par composée :

1 1 1
[{1 — 32 =1 _—42__,4___ ,6 6
1—x 1 2x 8x 16x + 0(x°)

3) OnaenO:

1
1+sin(x) = 1 +1x + 0x? —gx3+o(x3)

h(x) = ag+a; x + a, x? + az x3 + o(x3)
A+sin(x)) h(x)= 1

Par identification :

a0:1
a,+ay=0
a2+a1:0

a3—ga0+a2:0

Soit :
( ao—l
a =-1
a, =1
1 _ 5
BT T
D’ol :

5
h(x)=1-— x+ x2—€x3+o(x3)

4) OnaenO0pourlavariablet :

k(x) = cos(x) = cos(1 +t)
= cos(1) cos(t) — sin(1) sin(t)

= cos(1) <1 — %tz + %t“ + o(t4)> —sin(1) (t - %t3 + 0(t4))

cos(1 sin(1 cos(1
()t2+ ()t3+ €Y)

=cos(1) —sin(1) t — > 6 24

t* + o(th)

donc en 1 pour la variable x :



cos(1) sin(1) cos(1)

k(x) = cos(1) —sin(1) (x — 1) — 5 (x—1)?2%+ T(x -1)3+ T(x - 1)*

+o((x -1

5) Ona:

1 2 5
— 2.2 203,24 4
l(x)—l(0)+2x 3% +4x +o(x*)

1 2 5
= 1+§x2—§ X3+Z x*+o(x*)



