Contréle de Mathématiques All1 -Décembre 2015

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Complexes (10 points)

a) Equations (3 points):
Résoudre dans C :
z22=2+2iV3
z2=5-12i
b) Puissance d’un nombre complexe (2 points)

1+iv3

1-i

Soit Z =
Mettre Z sous forme exponentielle et en déduire la plus petite valeur de I'entier naturel
non nul n tel que Z"™ soit réel

c) Linéarisation (3 points):
Soit la fonction définie par f(x) = sin* (x)
Linéariser f(x) et en déduire une primitive sur R

d) Transformation du plan (2 points)

Soit la transformation du plan associée a la fonction complexe :
f@o)=A+i)z+1-1i

Déterminer la nature de cette transformation et ses éléments caractéristiques

Exercice 2 : Continuité-Dérivabilité (2,5 points)

Soit la fonction définie par :
f(x)=xLn(x) six>0etf(x)=0six<0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R, préciser en O si elles existent la nature des
demi tangentes (leur équation) a gauche et a droite.



Exercice 3 : Développements limités (7,5 points

a) Question de cours (1,5 point) :

Donner le développement limité de Taylor Lagrange a I'ordre 2 pour la fonction f(x) = sin (x)
entre m/2etx > m/2

b) Calcul de limite (2 points)

A l'aide de développements limités, déterminer la limite en O des fonctions :

_1—cos(x)
fo) = x — sin (x)
_Ln(1+x)—x
glx) = v

c) Développement limité d’'un produit (2 points)

Donner le développement limité en 0 a I'ordre 2 de la fonction :
fx)=e* V1+x

d) Développement de 'inverse (2 points)

Donner le développement limité en 0 a I'ordre 2 de la fonction :

1
2+e*

f&x) =



Correction
Exercice 1
a)

z2=2+2i3

Une premiere méthode consiste a factoriser et reconnaitre une forme trigonométrique
remarquable, puis passer a la forme exponentielle :

1 V3 .
2+2iV3= 2(1+i\/§)=4<z+i7>=4e1§

Une seconde méthode consiste a calculer le module du nombre complexe :
|2+2iV3|=v4+12=4

Puis a factoriser ce module et revenir a la forme trigonométrique ci-dessus.
Ensuite, il suffit de noter la résolution générale dans C des équations de la forme :
z? = a?

En effet :

z2=ad’o z2—-ad*=0o (z—a)(z+a)=0oz—a=0ouz+a=0

©z=aouz=-a
Donc:
ic i\ iX iX
7> =4¢'3 @Zzz(Ze 6) o z=2eb60ouz=-2e6e z=vV3+iouz=—-/3—i
z>=5—-12]i

I5—121i| = V25 + 144 = 13

5 12'—13(5 '12>
=T 13

La forme trigonométrique n’étant pas remarquable, il vaut mieux tenter une résolution en
forme algébrique en posant :

z=a+ ib



Soit :
z?=a?—-b%?+2iab

Nous sommes donc ramenés a chercher une solution du systeme :

{az—b2=5
2ab=-12

Or un couple de solutions entiéres évidentes apparait, le couple (a;b) = (3; —2)

Les solutions sontdonc3 —2iet—3 4+ 21

b)
V3 263
1 3 . .7
:1+13: Ze T[: 261(%4‘%)_ Zelg
La formule de Moivre s’applique :
.7
an\/zel%
7nT 12k
"eRe 3k eN: T:k‘l'[(:) JkeN: I’IZT

La plus petite valeur non nulle de n est obtenue pour k = 7 et vaut 12

c)

4

f(x) = sin*(x) = <$>

=E (e4ix_4e3ixe—ix_|_6e2ixe—2ix_4eixe—3ix+e—4ix)

1 . . . .
=E (e41x+e—41x_4(e21x+e21x)+6)

1
=T (2cos(4x) —8 cos(2x) +6)

_ L os(ax) —= cos(2%) +2
—8COS X 2COS X 8



Une primitive est :

1 1 1 1 3 1 1 3
F(x) ==X -sin(4 x) — = X =sin(2 X)+§ x =—sin(4x) —-sin(2x) + = x

8 4 2 2 32

d)
f@O=A+D)z+1—-1i
1+i=\/§ei%
f@o)=ze A1+i)z+1-i=z
© (1+i)z—z=-1+1i
Siz=-1+1

-1 i .
(—4 Z=T+Z=1+l

4 8

Donc f est la transformation complexe associée a la similitude plane de centre () d’affixe

1+ i, d’angle E et de rapport V2

Exercice 2

f(x)=xLn(x) six>0etf(x)=0six<0
Continuité :

f est continue sur ]0; +oo[ par produit et sur |—oo; 0]
Etudions la continuité en 0

Par changement de variable : x = 1/t :

= lim —
t—+0o0 t

. . . 1 Ln(t)
Jiy £G) = lim x inGe) = fim < tn )

donc f est continue a droite en 0

Ji £ = lim 0= 0 = £)

=0=f(0)

donc f est continue a gauche en 0 et donc f est continue en 0 donc sur R



Dérivabilité :
f est dérivable sur ]0; +oo[ par produit et sur |—oo; 0]
Etudions la dérivabilité en 0

L fE-f© L xin()
im —— = lim %

= lim Ln(x) = —o
x—07t X x—-0% x—0t

donc f n’est pas dérivable a droite en 0 mais sa courbe présente une demi-tangente

verticale

x)—f(0
lim LSO
x—-0" X x—-0"

donc f est dérivable a gauche en 0 et donc f’g (0) = 0. La courbe présente une demi-

tangente horizontale.
Exercice 3 :

a)

Développement limité de Taylor Lagrange a |'ordre 2 pour la fonction f(x) = sin (x) entre
m/2etx >m/2

)2 3
=13+ (-3 1 G) +@ £ (3) +@ £
el i
or:

f(x) = sin (x)
f'(x) = cos (x)
f"(x) = —sin (x)
f1"(x) = —cos (x)



D’ou:
1 T 1 TN\ 3
f(x)=1—§(x——) —g(x—z) cos (c)
b)
1-— 1—1X2+O(X2) 1, 2 1 5
00 1 — cos (x) 2 5 Xx“+o(x%) 5x
xX) = = =
x — sin (x 1
) x—(x—%x3+o(x3)> g X*+o(x*) gx?
Or:
3
lim — = 400
x—0t X
Donc
Jig 00 = o0
3
lim — = —
x—-0" X
Donc
lim f(x) = —o0
x—0~
Ln(1+x)—x x—7x2+o(x2)—x 1
g(x) - xZ - XZ - _E‘l' 0(1)~ _—
Donc



fx) =e* \/1+x=<1+x+%XZ+O(X2)> <1+%x—%X2+0(X2)>

1 1 1 1
=14+-x—-x>+x+5 x>+ x%+0(x?)

2 8 2 2

3 7
=1+§X+§X2+O(X2)

d)
) - - &
x frm frm =}
2+e’ o414 x+%x2+o(xz) 3+ x+%x2+o(x2)

Posons :

f(x) =c+bx+ax?®+o(x?)

alors :

1
<3+ x+§X2+0(X2)> (c+bx+ax?*+o0(x?))=1

1
3¢+ (3b+c)x+<zc+b+3a) x2+o0x?) =1

( 3c=1
3b+c=0

1
—c+b+3a=0
\ 2

( _1
€T3
1
h=—=
< 9
_ 1
3= "z
1 1 1
fxX) ==—=x—— x*+0(x?)






