Devoir sur Table AIZ - Mars 2020

Enseignant (L.Gry )

Exercice 1 : Calcul de potentiel associé a un champ de vecteurs (5 pts)

On considere, dans un repere orthonormé (O,T,f, k) le champ de force :

F= (yzcos(x) -y e_zz) i+ (zsin(x) —x e_zz)f+ (ysin(x)+2xyz e‘ZZ) k

1) Vérifier que ce champ dérive bien d’un potentiel V(x, y, z) tel que F= —ngi)(V) (1,5 pt)
2) Déterminer ce potentiel (a une constante prés) (1,5 pt)

3) Calculer le travail de F entre les points 0(0,0,0) et A(1,1,1) (1 pt)

4) Calculer la divergence de ce champ (1 pt)

Exercice 2 : Champ électrostatique créé par un cercle chargé (10 pts)

On donne la formule du potentiel électrostatique créé par un cercle de rayon r uniformément chargé
avec la charge g, en un point M situé a une abscisse x sur son axe de symétrie muni d’un repére (0,7)
comme représenté sur la figure qui suit.

q 1
V = X
= dmey  \r2 + x2
I M
X
X

Pour les applications numériques on prendra:, r=1cm, ¢ =1nC =107°C
Pour un proton : masse : m = 1,67 X 10727 kg charge: e = 1,6 x 10719 C

Constante de l'interaction électrostatique :

=9 x 10°

4me



1)

2)
3)

Justifier que le champ électrostatique créé par le cercle au point M d’abscisse x de I'axe (0,7)
est colinéaire au vecteur I. En posant ce dernier sous la forme E(x) = E(x)1 déterminer
E(x). (2 points)

Calculer E(0) et xl—l»Too E(x) (1 point)

Donner le signe de E(x) pour x € [0,4+o[. En déduire que la fonction E(x) présente un

maximum sur [0, +oo[ puis en dérivant E (x) montrer que ce maximum est atteint a I’abscisse :
r

Xmax = ﬁ
Déterminer une expression littérale de ce maximum puis faire I'application numérique (2,5
points)
On areprésenté sur le graphique de I'annexe, le potentiel V(x). Expliguer comment on aurait
pu déterminer le maximum de E(x) et I'abscisse ou il est atteint a partir de ce graphique et
donc sans faire de calculs. On fera apparaitre sur le graphique les traits de construction utilisés
dans la démarche (1,5 pt)
Un proton se trouve sur I'axe (0,7) au point A d’abscisse x, = 10 cm a un instant initial et
avec un vecteur vitesse v = —virouv > 0.

- Calculer I'intensité de la force électrostatique F exercée par le cercle sur le proton lorsque
ce dernier est en A et la comparer a I'intensité du poids du proton. Commenter (1,5 pt)

- Y a-t-il une valeur de v minimale telle que le proton puisse traverser le cercle. Si oui la
calculer (1,5 pt)

Exercice 3 Condensateur cylindrigue (5 points)

Un condensateur est constitué de deux armatures cylindriques de méme axe, de rayons respectifs R;

et R, avec R; < R, et séparées par de l'air. On fera I'hypothése que I'armature interne porte une

charge uniformément répartie Q et I'armature externe la charge - Q également uniformément

répartie et que le champ créé entre les deux armatures est le méme (pas trop prés des bords) que celui

qui serait créé par deux cylindres de hauteur infinie uniformément chargés et portant tous deux des

charges globales opposées.

1)

2)

3)
4)

En utilisant le théoréme de Gauss sur une surface fermée convenablement choisie (faire un
dessin), établir le champ électrique en un point M situé a une distance r de I'axe des cylindres
Que peut-on dire pour deux points d’'une méme armature vis-a-vis du potentiel électrostatique
en ces points ?

Qu’appelle t'on tension du condensateur ?

Calculer par intégration sur un chemin convenablement choisi (préciser sur un schéma), la
différence de potentiel entre un point A de I'armature interne et un point B de I'armature
externe et en déduire la capacité du condensateur en fonction de R; et R,



Correction

Exercice 1

1) Vérifions les conditions de Schwarz :

oF, d(y z cos(x) —y e‘ZZ)
oy dy

=z cos(x) — e~z

aﬂ B a(z sin(x) — x e‘ZZ) :  0F

=zcos(x)— e %

0x Ox _W
% = oz COS(;C; —2 e‘ZZ) =ycos(x) —2yze®
% = o sinx) -;j xyze) =ycos(x)—2yze* = %
aaizy = oz sin(xgz— xe™) = sin(x) —2xze™%

0F; _ 0y sin() +2xyze””) =sin(x) —2xze ™% = o

dy dy 0z

2) Intégrons;

ov 2
i —F =-yzcos(x)+ye™?

V=-yzsin(x)+xy e 4 f(y,2)
Reportons dans :

O st 4 x e
ay— y = Z Sin(x xXe

il vient :

0
—zsin(x) +x e~ + % = —zsin(x) +x e=?

soit :



donc:

f.2) = g(2)
Reportons dans :
W
P , ysin(x) —2xyze
il vient :
—ysin(x) —2xyz e % + ;ll_g =—ysin(x) —2xyz e=?’
soit :
dg _
dz
donc:
gz)=Cte=C
finalement :
V = —yzsin(x) +xye_z2 +C
3) ona:
W=V(0)-V(@A)=0+C—(-sin(1l)+e 1+ C)=sin(1) —e?!
4) Ona:
o E. 0F E,
div(F) =%—;+a—;+%—;
_ a(yz cos(x) —y e‘Zz) N a(z sin(x) — x e‘zz) N 6(y sinx)+2xyz e‘ZZ)
0x dy 0z
=—yzsinx)+(Q2xy —4xyz?)e?
Exercice 2

1) La distribution de charges est invariante par rotation autour de I'axe du cercle donc le vecteur champ
électrostatique est porté par cet axe.

B ==~ x (—2) @06t +xt)2 =
X)=——=— ——)@2x)T?*+x = 5
dx 4me, 2 41 e (r? + x2)2

X




2)Ona:
E(0) =0, lim E(x)=0
X—+00

3) ona E(x) > 0 pour x € ]0, + [ et compte tenu du caractére continu de E (x) et de ce qui précéde,
E (x) admet un maximum sur ]0, +oo[. Pour le déterminer on dérive la fonction :

dE(x) ¢
dx 4me,

3 3 _5 1 3 x?
x((r2+x2)2—5x(2x)(r2+x2) 2)- 1 —

- 3 5
e\ 24 a2y (2 4 22)2

_q r? 4+ x? 3 x? q 1%2-—2x?
_47'[50

s 5| " ame, s
(r2+x2)2  (r?+x2)2 (r? + x2)2
La dérivée s’annulant au maximum, nous avons :

r?2—2x%2=0

Soit :
r
Xmax ﬁ
I
q 2 q r q r
E(xmax)=4 \/_ 3 3 3
&y 2\2 4\/77'[60 ,r.2 2 4‘\/57.[80 3\2
(*+()) (+5) - )
2
3
_q 1 q <2)z1_ q 2v21 ¢ 2
421 g , 3% 42meg\3/) 1% 4\2me 3371  Amey 3+/3r2

Application numérique

1
X =—=0,71cm
max \/’2
2 6 x 10*
E(xmae) = 9% 10% X 1079 x = =2v/3x10* 3,4 x 10* N C*
max 3\/'3—,10_4 \/’5—,

4) On peut déterminer le maximum de E(x) en identifiant le point de la courbe de potentiel ou la
pente est maximale. En évaluant graphiquement le coefficient directeur de cette pente et en le
changeant de signe on obtient E (x;,,45)

5) La force électrostatique a pour expression :
F=eEMX)T

Donc:



eq x

1]

4T & r2 + xz)%

Soiten A :

|F|| = 1,6 x 1071 x 3,4 x 10* =54 x 1071°N

Poids du proton :

IP||=mg=167x10"27 x 10 = 1,67 x 10726 N

Donc le poids du proton est négligeable devant la force électrostatique

Pour la
s’écrit :

D’ou :

vitesse minimale, le théoreme de I'énergie cinétique appliqué entre le point A et le point O

q 1 eq 1

e
41e /T2+xA2 dmey T

1
O—EmvzzeV(A)—eV(O)z

_ 2eq 1 1
V= 4dmegm \r /r2+xA2

Numériqguement :

2 Xx1,6x10719x 10° x 107° ( 1 1 ) 13 % 105 1
= - = X
v 1,67 x 1027 1072 yi0-4+10-2/ e
Exercice 3
1) On prend un cylindre de hauteur égale a la hauteur des deux armatures cylindriques (en fait

de hauteur un peu inférieure pour étre un peu éloigné des bords) de méme axe que les deux
armatures et de rayon r tel que : R; < r < R,. Par symétrie radiale, le champ a la surface de
ce cylindre a méme intensité en tout point et en désignant par 71 la normale sortante en un
point M,ona:

E=EM7A

o
Le flux sortant de E a travers la surface du cylindre se résume au flux sur la surface latérale de
valeur:

d=2nrhE()

Or d’apreés le théoréme de Gauss :



On en déduit :

Q

E(r):27r£0rh

Une armature est une surface équipotentielle, donc le potentiel en deux points distincts a
méme valeur
La tension du condensateur est la différence de potentiel entre un point quelconque de
I"armature positive et un point quelconque de I'armature négative
On choisi pour chemin d’intégration un morceau de rayon entre un point A de I'armature
positive et un point B de I'armature négative et on a :

V=V = [ BEGYdr = )% = 5 in ()

2meyh Ri ™ 2megh R,

On en déduit la capacité du condensateur :

= Q 2mgh




