Devoir sur Table - 17 Mars 2018

Enseignant (L.Gry )

Exercice 1 : Calcul de potentiel électrostatique et de tension (6 pts)

On considére, dans un repére orthonormé (O,T,f, E) le champ de vecteur :
E=(3+3xy)T+Bx2y+ y3)J

1) Vérifier que ce champ dérive bien d’un potentiel V(x, y, z) (1,5 pt)

2) Déterminer ce potentiel (a une constante pres) (2 pt)

3) Calculer la tension U,g entre les points A(1,1,1) et B(2,3,4) (1 pt)

4) Une masse ponctuelle m = 100 g portant une charge de 0,1 C étant initialement immobile
en A est mise en mouvement de telle sorte que seule la force électrostatique travaille.
Calculer le travail de cette force entre A et B puis en déduire la vitesse de I'électron en B en
appliguant le théoreme de I'énergie cinétique. (1,5 pt)

Exercice 2 : Calcul du champ électrostatique créé par un cylindre (8 pts)
On rappelle pour cet exercice le résultat suivant :

Pour b > 0 la fonction:

1

&)= Jx—a)?+b

admet pour primitive :
F(x) :Ln(x—a+ (x —a)? +b)

On considére alors un cylindre de hauteur L = 2 b et de rayon R. Ce systeme est chargé en surface
avec la densité uniforme :

g =

Q
s

Ou @ est la charge totale portée par le cylindre et S la surface latérale du cylindre.

On rappelle la formule établie en cours pour le potentiel électrostatique créé par un cercle de rayon r
uniformément chargé avec la charge g, a une distance a sur son axe de symétrie :

q 1
%4 = X
@ =37 & Vr2+a?

On peut alors diviser le cylindre en surfaces élémentaires, en considérant des cercles repérés par
I"abscisse x de leur centre sur I'axe (0, 7) du cylindre tel que défini par la figure ci-dessous :



x +dx

1) Déterminer l'aire d'S de la surface élémentaire située entre les abscisses x et x + dx en
fonction de R et dx (1 pt)

2) Endéduire la charge d'q = o dS portée par la surface élémentaire en fonction de Q, b, et
dx (1 pt)

3) Calculer le potentiel électrostatique dV (x) créé par la surface élémentaire en un point M
d’abscisse z de I'axe du cylindre (1 pt)

4) En déduire par calcul intégral I'expression du potentiel électrostatique V(z) créé par le
cylindre au point M d’abscisse z de I’axe en fonction de Q, b, R, &g, z (1 pt)

5) En déduire le champ électrostatique Eenun point M d’abscisse z de I'axe en fonction de
Q,b, R, &y, z et vérifier que E(—z) = —E(z) (1,5 pt)

6) Vérifier que le champ électrostatique tend vers celui donné par une charge ponctuelle Q
placée en O lorsque z tend vers l'infini. (1,5 pt)

Exercice 3 (6 pts)

On reprend, dans un repere orthonormé (0, 1,7, k) le champ de vecteur de I'exercice 1

E=0343xy)T+Bx2y+ y)7J
Calculer la divergence de ce champ (1 pt) . On rappelle :

0E, OE, OE,

div 6x+6y+az

En déduire la densité volumique de charges p(x, y, z) en tout point de I'espace (1 pt)
On considere le cube défini par :

C=M(x,y,z):—1<x<1-1<y<1-1<z<1}

a) On découpe (voir annexe qui suit) le cube en parallélépipédes élémentaires de hauteur 2
et de volume :
d?V = 2dx dy
Calculer la charge élémentaire d?q contenue dans ce volume (1 pt)
b) En déduire par calcul intégral la charge d'q contenue entre des plans d’abscisses x et

x +dx
c) En déduire la charge g contenue dans le cube puis le flux sortant du champ
électrostatique a travers la surface du cube.



Annexe a I'exercice 3:

y=1 dx dy
dig= f d%q / d?q = p(x,y,2z) d*V

y=-1

v

Vue en perspective du cube Vue de dessus

X

v



Correction

Exercice 1
1) Posons:
Ex=x*4+3xy%E,=3x*y+ y3E, =0
Ona:
0E oE
X6y = 2
dy dx
aﬂ =0= 9,
0z 0x
aﬁ =0 = O,
0z dy

Les dérivées croisées sont égales donc le champ dérive d’un potentiel

2) Ona:
av
a=—Ex=—x3—3xy2
Donc:
x4
V=-"7-3 x2y%+c(x,y)
Et:
av dc
@=—3x2y+@=—3x2y— y3
Donc:
e
dy
Et:
4
clx,y) =——+k
Dol :
R
V=—T—T——x2y2+k

3) Ona:




1 1 3 16 81 3
UAB:V(A)_V(B):(_Z_Z_E+k>_<_7_z_§X4 X9+k>
= 2+97+54——52+97—305—7625V

B 4 B 4 4 7

4) Letravail est:
W=qUsz =01 xX76,25=17,625]

Le théoreme de I'énergie cinétique s’écrit :

1 21 2
EmvB _Eva =W
Soit :
2w |2Xx 7,625 123 1
VBT ITm 01 M s
Exercice 2
1) Ona:
d'S=2mRdx
2) Onen déduit:
Q 2nRQ Q Q
1, _ 1c - % — == ==
d'q=0d'S 527TRdx o RL dx de 55 dx
3) Ona:
dlq 1 Q dx

dalv = =
) 41 e ><M(x)C(x) 8meo b \[RZ + (x — 7)2

4) On en déduit :

b
V(z) = f dtv(x)
-b

b
_Q J‘ dx
8n£0b_b [(x — 2)% + R2

= 87th0 5 [Ln(x —z++(x—2)? +R2)]:

V(z) =

Q L b—z+.(b—2)*+R?
n
8meg b —b—2z++/(=b—2)? +R2




5) Le champ est porté par I'axe et sa composante sur 7 est :

B dV(z)
Ex(z) = — dz
On note que :
V(z) = 87IQ£0b (Ln(b—z+ (b — 2)? +R2)—Ln(—b—z+\/(—b—z)2 +R2)>

Et on peut utiliser la formule rappelée au début en posant t = b — z pour dériver par composée le

premier logarithme et t = —b — z pour dériver le second. Ainsi :
0 ( 1 1 )
E.(z) =— — +
x 8meyb \/(b—z)2+R2 \/(—b—z)2+R2

Bu() = — ( S )
8megb \\/(b—2)2+R? [(=b—2)? + R?

Ona:

5D = g (e
8meob \\/(b+2)2+R2 /(b +2)%+R?

5t (oo o)
“8meyb J(=b—2)2+R2 /(b—2)%+ R?

= _Ex(Z)

6) Transformons E, :

E.(2) = Q J(—b—z)2+R2—J(b—z)2+R2>
T 8meg b J(b —2)2+R%./(=b —2)? + R?

__ 0 (=b—=2)’ +R*) = ((b—2)* +R?)
8me b \ \[(b—2)? +R2\/(~b —2)? + R? (\/(—b—z)2+R2+\/(b—z)2 +R2)

_Q (=b—2)?—(b—2)°
8meob \ \J(b—2)2 +R? /(b —2)2 + R? (J(=b - 2)Z + R2 + /(b — 2)” + R?)

. Q 4bz
8megb \ [(b— 22+ R2\[(—b—2)2 + R? (Vb =22+ R+ /(b - 22 + R?)

__© z
C2meo \ (-2 + REA[(-b— 22 + R? (J(—b - 2)2 + RE+/(b - 2)% + R?)




Nous pouvons maintenant faire tendre z vers +oo et :

E.(2) Q z Q1
xE T2meyzz(z+z) 4mey 22

Nous retrouvons bien I'expression du champ créé par une charge ponctuelle Q placée en O

Exercice 3
1) Ona:
divE =3x24+3y2+3x2+3y2=6x2+6y>
2) Ona:
p(x,y,2) = o divE = g5 (6 x% + 6 y2)
3) a)
d?q = p(x,v,2) d?V = gy (12 x2 + 12 y?) dx dy
b)
y=1 y=1
diq = j d?q = gy dx f (12x2+12y)) dy = gpdx [12x%2y + 4y3 +]%,
y=-1 y=-1
=&y (24 x? +8) dx
c)
x=1 x=1
q= J dlq = ¢, f (24x2+8)dx =¢,[8x% + 8x]1; =32¢,C
x=—1 x=—1

d) Le fluxsortantest:



