Premier devoir surveillé de Mathématiques : Al2

Enseignant (L.Gry)

Exercice 1 : Volume d’un tétraédre (4 pts)

On considere les 4 points A, B, C, D dont les coordonnées dans un repéere orthonormé de I'espace
sont:

A (1,0,0),B (0,1,0),C (0,0,1),D (1,2,3)
1) calculer I'aire du triangle A, B, C (on pourra s’aider d’un produit vectoriel)

2) calculer le volume du tétraedre A, B, C, D (on pourra s’aider d’'un déterminant pour calculer le
volume d’un parallélépipéde et en déduire celui du tétraedre)

3) en déduire la distance h du point D au plan (4, B, C)

Exercice 2 : Torseur (4 pts) :

Un torseur est une application T qui a un point M de I'espace associe un vecteur T (M) et telle qu’il
existe un vecteur R tel que pour tout couple de points (M, N) :

T(M) = T(N) + R A MN
Soit A, B, deux points de 'espace et %, U deux vecteurs de I'espace. On considére I'application :
T(M)=AM A U+BM A
1) Montrer que T est un torseur et déterminer sa résultante R.

2) On donne, dans un repére orthonormé, les coordonnées :

0 2
A(1,2,3),B (4,5,6),1 (—1),5 (1)
1 0

Donner les coordonnées du vecteur T(M) dans la base du repére en fonction des coordonnées
(x,y,2) du point M.

Exercice 3 : Familles libres-liées (3 pts) :

1) La famille des trois vecteurs colonnes suivants est-elle libre ou liée ?

1 4 -2
-1 3 -5
1 )’\=-5)'\ 7
2 1 3

2) la famille de fonctions suivantes est-elle libre ou liée ?

(x = cos?(x),x = cos(2x),x > 1)



Exercice 4 : Sous espace engendré (6 pts) :

Pour chacune des questions, on se place dans un R espace vectoriel [E et on y définit un sous
ensemble [F. Mettre IF sous forme d’un sous espace engendré par une famille libre de vecteurs
(Vect]...]).

NE=R?={(a,b): aeRbLER}, F={(a,b): a+2b =0}

2)E = M,®) = {(* Z): (ab,c,d) e R}, F={(¢ Z): a+d=b+c}
3)E=Ry[X] = {c+bX+aX2: (abc)ER?, F={P(X)€ E:XP'X)=2PX)}

S)EzRNz{(Un)nEN}: IFZ{(Un)neN: vneN: Un+1=3Un}

Exercice 5 : Sous espace vectoriel (3 pts) :

On se place dans le R espace vectoriel E = R3 = {(a,b,c) : a € R,b € R,c € R}

1) Le sous ensemble [F suivant est- il stable pour I'addition, stable pour la multiplication externe. Est-
ce un sous espace vectoriel de [E ?

F ={(a,b,c) : a® + b? = c?}
2) Méme question pour :

G ={(a,b,c): a+b=c}



Correction :

Exercice 1:

1) L'aire est donnée par:

Or:

Donc:
|AB AAC||=vVi+1+1=V3

L’aire est donc:

~| 3

2) Le volume du parallélépipéde construit sur AB ,E,E est la valeur absolue du déterminant des
trois vecteurs, soit :

-1 -1 0 |-1 -1 0 4
1 02=0—12=—|1 o =5
o 1 3 lo 1 3

Le volume du tétraedre étant égal au sixieme du volume du parallélépipede, il vaut :

5

6

3) Le volume du tétraédre est également :

1
V= §Aire(A,B, C) X h

Donc:
5— x\/gxh
6 2
Soit :
. 5 543
_\/?:_ 3
Exercice 2 :
1)

T(M)=AM A @+BM A ¥ = (AN + NM)A @+ (BN + NM) A ¥

=AN A U+ BN A NM AU+NM A D

<N
+



=T(M)+NM A (@ + D)
=T(M)+ (@ +7%) A NM
La résultante est donc R = 7 + ¥

2) T(M) a pour colonne coordonnée :
x—1 0 x—4 2 y—2+z-3 —z+6
(y—Z)/\(—1>+(y—5)/\(1)=( x—1 + —2z+12
z—3 1 z—6 0 -x+1 x—4-2y+10

y+1
=<—x+22—11>
—2y+7

Exercice 3 :

1) Partons d’une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs :

1 4 —2 0
-1 3 5\ (o
1)t st 7 7o
2 1 3 0

x+4y—-2z=0 (1)
—x+3y—5z=0 (2)
x=5y+7z=0 (3)
2x+y+3z=0 (4)

x+4y—2z=0 (1)
7y—72z=0 (2)+ (1)
—9y+4+9z=0 (3) - (1)
—7y+7z=0 (4)—2(1)

{x=—22
o
y=z

On peut prendre (x,y,z) = (—2,1,1). La famille est donc liée.
2)Ona:
cos(2 x) = cos?(x) — sin?(x) = cos?(x) — (1 — cos?(x)) = 2 cos®(x) — 1

La famille est donc liée.

Exercice 4 :

1) F={(a,b): a+2b=0}={(-2b,b): be R} ={b.(-2,1): b € R} =Vect[(—2,1)]

2) F={(° Z):a+d=b+c}={(_d+cb+c Z):(b,c,d)eR3}
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3) F={c+bX+aX*: X(b+2aX)=2c+2bX+2aX*}=
={c+bX+aX?: b=0}
={c+aX?: (ac) € R?}="Vect[1,X?]
AF ={(Udnen: VNEN: U, =ax3",a€ R} =Vect[(3™),en]

Exercice 5 :

1) Montrons que le sous ensemble n’est pas stable pour I'addition

On prend par exemple deux triplets pythagoriciens (a, b, ¢) = (3,4,5) et (a’,b’,c") = (5,12,13) et on
fait leur somme : (8,16,18). Les deux premiers triplets sont dans le sous-ensemble mais pas leur

somme car :
82+ 162 =64+ 256 = 320 + 182 = 324
En revanche il est stable pour la multiplication car : si (a, b, ¢) est dans le sous-ensemble alors :
a? + b? = ¢?
Donc pour tout réel k :
(ka)®> + (k b)? = k? (a? + b?) = k? c? = (k c)?
Donc:

k.(a,b,c)=(ka,kb,kc)€F

G ={(a,b,a+b): (ab) € R} ={a.(1,0,1) + b.(0,1,1): (a,b) € R?}
= Vect[(1,0,1),(0,1,1)]

G est un sous espace engendré par deux vecteurs, c’est donc un sous espace vectoriel.



