Contréle de Mathématiques AlZ -Octobre 2018

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Produit vectoriel (7 points)

On se place dans I'espace E muni d’'une base orthonormée directe (7,7, k) et on se donne

trois vecteurs @, b et ¢ de colonnes-coordonnées dans cette base :

o)) o

On considére la transformation f de I'espace qui a tout vecteur u associe le vecteur :
f@)y=an (bai)
On adopte les notations suivantes pour les colonnes-coordonnées de % et de f (i)
X x'
u: <y> , f@ Y
z Py

1) Montrer que f est une application linéaire de 'espace, c'est-a-dire, qu’elle vérifie :

f+9) =f@+f@)

v(ﬁ’,ﬁ,a)E]sz]R:{ Flai) = a f(@)

2) Déterminer en fonction de x, y, z la colonne-coordonnées de bAT

3) En déduire toujours en fonction de x, y, z celle de f (i)

4) Montrer que la détermination de I'ensemble F des vecteurs u tels que f(u) = C se
ramene a la résolution du systeme :

2x—6y+6z=1

{—7x+6y+9z=1
x+2y—-7z=m

5) En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre ce systéeme et déterminer la ou les
valeurs du parametre m tel(s) que ce systeme ait au moins une solution

Exercice 2 : Sous espace vectoriel (6 points)

On se place dans l'espace vectoriel E = R[X] des polyndmes a coefficients réels et on
considére le sous-ensemble F = R,[X] des polyndmes de degré inférieur ou égal a deux, a
savoir :

F={c+bX+aX?: (ab,c)€R3}



1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de E
2) On consideére les polyndmes P;(X) = (X + 1)?, P,(X) = X, P;(X) = (X — 1)?
La famille (P1 (X),P,(X), P (X)) est elle libre ou liée ?

On considere le sous-ensemble G de [F défini par:
G={PX)eEF: P'(1) =2P(0)}

3) Montrer que G est un sous espace vectoriel de F

4) Ennotantc+bX +a X? un élément de G, donner une équation de G relative a a, b, ¢

5) Endéduire deux polynémes libres Q;(X) et Q,(X) tels que : G = Vect[Q;(X), Q,(X)]
Puis la dimension de G

Exercice 3 : Déterminant (3 points)

1) Développer le déterminant :

1 1 1
D=|a b ¢
a®> b? c?

2) Factoriser I'expression obtenue

Exercice 4 : Aires et volumes dans I'espace (4 points)

On se place dans I'espace muni d’un repére orthonormé direct (0,7, k) et on considere
les points : A(0,1,1), B(2,x,0),C(1,3,x2), D(4,0,4) ol x est un paramétre réel.

1) Quelle caractéristique doit avoir la famille (ﬁ, ﬁ, E) pour que 4, B, C, D définisse un
tétraedre.

2) Déterminer les valeurs de x pour lesquelles 4, B, C, D ne définit pas un tétraedre

3) Déterminer, en fonction de x, le volume V(x) du tétraédre A, B, C, D, lorsque celui-
ci est bien défini.

4) Déterminer s’il y a des valeurs de x pour lesquelles 4, B, C ne définit pas un triangle

5) Déterminer, en fonction de x, I'aire S(x) du triangle A, B, C lorsque celui-ci est bien

défini.



Correction

Exercice 1
1) Ona:
fa+v)=an (bAG+D))
=dA (bAtU+bAD)
=an (bAad)+an (bavd)
=f@+f(®
fl@i)=an (brai)
=aA (a(bATD))
=a (an (brt))
=a f(W)
Donc f est linéaire

2) Ona:

S
>
<l

3 X 22—y
: (2)/\<y>=<x—3z)
1 z 3y—2x
3) Onen déduit:

1 2z—y 2By—2x)—-3(x—-32) —7x+6y+9z
d/\(b/\ﬁ): (2)/\(x—3z>= 32z—y)—-1By—-2x) =<2x—6y+6z>
3 3y—2x 1x—-32)—-2QR2z-y) x+2y—-7z
ou encore, sous forme de systeme :
x'=—7x+6y+9z
y =2x—-6y+6z
Z'=x+2y—-7z
4) Ce qui précede montre que le probléme se ramene a la résolution du systéeme :

2x—6y+6z=1

{—7x+6y+9z=1
x+2y—-7z=m

On commence par échanger les lignes

2x—6y+6z=1

{ x+2y—7z=m
—-7x+6y+9z=1



Puis on prend la premieére comme pivot pour simplifier les deux autres :

—-10y+20z=1-2m

x+2y—7z=m
{ 20y—40z=14+7m

On prend la seconde ligne comme pivot pour simplifier la troisieme

xX+2y—-7z=m
{ —10y+20z=1-2m
0=3+3m

Ce systéeme admet au moins une solution si et seulement si le paramétre m vaut —1

Dans ce cas il équivaut a, en prenant z comme parameétre :

x+2y=7z-1
{ —-10y=-20z+3

m=—1
Soit :
x=3z—-04
{y =2z-0,3
m=-1
On vérifie :
3 3z—04 0,3
<2> A <2 zZ— 0,3) = (—0,4)
1 z -0,1
1 0,3 1
3 -0,1 -1
Exercice 2

1) Premiére méthode :
Soit (P(X),Q(X),k) EFXF X R alors:
3 (a,b,c,a’,b',cYER®:PX)=c+bX+aX?,QX)=c"+b'X+a X?

Donc:
PX)+QX)=(c+cN)+B+b)X+ (a+a)X?
kP(X)= (kc)+ (kb) X + (k a) X?

D’ou :
PX)+Q(X) €F
kP(X)ETF

[F est donc stable pour I’addition et la multiplication externe. C’est donc un sous espace
vectoriel de [E



Deuxieme méthode

Il suffit de noter que :
F = Vect[1, X, X?]
2) Partons d’une combinaison linéaire nulle de ces vecteurs
aPi(X)+bP,(X)+cP;(X)=0

caX?+2X+1D)+bX+c(X?-2X+1)=0
e@+c)X?+QRa+b—-2c)X+(a+c) =0
a+c=0
©32a+b—-2c=0
a+c=0

g {bc: —_4aa

En prenant par exemple (a,b,c) = (1,—4,—1) on a ainsi :
Pi(X) —4P,(X)— P3(X) =0

Il'y a donc une combinaison nulle non triviale de ces 3 polynémes. lls forment donc une
famille liée.

3) Soit (P(X),Q(X),k) e GX G X R alors:

{P’(l) =2 P(0)
Q'(1) =2Q(0)

Donc par addition :
P'(1) + Q'(1) = 2 P(0) + 2 Q(0)
Soit :
(P+0Q)' (1) =2(P+0Q)0)

Puis par multiplication externe :

k P'(1) = k x 2 P(0)
Soit :

(kP)'(1) = 2 (k P)(0)
Dol :

P(X)+Q(X) €G

kP(X)eEG



G est donc stable pour I'addition et la multiplication externe. C'est donc un sous espace

vectoriel de F.
4) Onapour:P(X)=c+bX+aX?
PPX)=b+2aX
Donc:
P'(1)=b+2a, PO)=c
Ainsi :
PX)eGe b+2a=2c
5) En prenant a et c comme parametres indépendants, on a:
G={c+Q2c—-2a)X+aX?: (ac) € R?}
={c(1+2X)+a(=2X+ X?): (ac) € R?}
=Vect[1+2X,-2X+ X?]
On aainsi:
QX)) =1+2X, Q,(X)=-2X+ Xx?
Vérifions que ces deux polynémes forment une famille libre :

cQ(X)+aQ,X)=0e c+Q2c—-2a)X+aX?=0

c=0
S 2c—2a=0
a=0

Sa=c=0

Donc (Q1 (X), 0, (X)) est une famille libre et génératrice de G. C’est donc une base de G

Exercice 3 :

On développe selon la premiere colonne

almalye al+ey

a b c2 =1|l572

a? b?
=(bc?>-b?c)—a (c?—b?)+a?(c—b)
=bc(c—b)—a (c—=b)(c+b)+a?(c—b)

=(c—-b)(bc—a(c+b)+a?



=(c—=b)(bc—ac—ab+a?)
=(c-b)(b(c—a)—a(c—a))
=(c—-b)(c—a)(b—a)

Exercice 4 :

1) pour que 4, B, C, D définisse un tétraédre, il faut et il suffit que la famille (E, R, E)
soit libre donc de déterminant non nul
2) Ona:

2 1 4

det(ﬁ,ﬁ,ﬁ) =[x—-1 2 -1

=2 |x22— 1 _31| =D |x21— 1 g' +(=D B —41|
=26+x*-1)-(x-1)B-4x*-1))- (-1-98)
=10+2x2—(x—1)(7—4x?>)+9
=2x24+4x3—-7x—4x*+7+19
=4x3-2x2—-7x+26
On note que —2 est racine du polynéme précédent. La factorisation donne :
4x3—-2x2-7x+26=(x+2)(x*+bx+13)
Et par identification aprés développant du membre de droite, on trouve :
b=-4

Or le trinbme x? — 4 x + 13 a un discriminant strictement négatif donc ne s’annule pas. Il en
résulte que le déterminant s’annule pour x = —2 seulement

3) Ona, lorsque le tétraédre est bien défini, c'est-a-dire x #= —2:
1 —_— — ——> 1
V(x) = 3 |det(AB,AC,AD)| = 3 |4 x3 —2x% —7x+ 26|

4) A, B, C ne définit pas un triangle si et seulement si la famille (ZE, Té) est liée c'est-a-

dire :
ABAAC =0
Or:

2 1 x-1D(*-1)+2
(x—l)/\( 2 >= -1-2((x*-1))

-1 x? =1 4—(x—1)



x3—x%—x+3
= —2x%+1
—x+5

Il apparait ainsi que le produit vectoriel ne s’annule pour aucune valeur de x,donc (E, R) est
libre et le triangle toujours défini.

5) Laire estalors:

5G) = 5 |48 A e

1
=§\/(953—xz—x+3)2+(—2xz+1)2+(—x+5)2



