Contréle de Mathématiques Al2 -Octobre 2017

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Espaces vectoriels généraux (3,5 points)

Soit E le R espace vectoriel R*
Soit la famille de trois vecteurs (U, ¥, w) définis par :
ﬂ = (4)3)2)1) ) 1}) = (11213F4) ;W = (2F3F4F t)

1) Pour quelle valeur du paramétre t ces vecteurs forment ils une partie liée de [E ?
2) Donner dans ce cas la dimension de Vect(u, v, w)

Exercice 2 : Espaces vectoriels généraux (3,5 points)

Soit E le R espace vectoriel R3

Soit

o B (=~ x+3y=0
F={i=y2z),x+y—-2z=0)} G—{u_(x’y‘z))’{y+z=0}

1) Déterminer une base de F et une base de G

2) Déterminer F N G et en déduire dim(FF + G)
3) diresi [F et G sont supplémentaires.

Exercice 3 : Espaces vectoriels généraux (4 points)

Soit E le R espace vectoriel des fonctions de R dans R polynomiales de degré inférieur ou
égal a 3 et soit IF le sous-ensemble de [E formé celles f qui vérifient :

{f’(0)=2f’(1)

k [ rac=r©
0

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E
2) En donner une base



Exercice 4 : Espaces vectoriels généraux (3 points)

Soit [E le R espace vectoriel des fonctions de R dans R polynomiales de degré inférieur ou
égal a 2. On considére la famille d’éléments de E suivante :

F=(xGx-1Dxx+2),x-1(x+2)

1) Montrer que cette famille est une base de E
2) Déterminer les coordonnées du polynéme x? + x + 1 dans cette base

Exercice 5 : Déterminant —produit vectoriel (6 points)

5
Dans I'espace muni d’'une base orthonormale (?,f, k) on considére, pour un parameétre réel

t 2 3
U <1 —t>,17 (0>,W (2)
1 t t

1) Calculer le déterminant de ces trois vecteurs

2) Déterminer les coordonnées de U A ¥

3) Calculer (i AV) - W. Que retrouve-t-on ?

4) Pour quelles valeurs de t les trois vecteurs U, ¥, w sont ils liés ?

t, les trois vecteurs :

5) De facon générale, on considére trois vecteurs U, ¥, w fonctions dérivables d’une
variable t et on pose f(t) = (U(t) AD(t)) - W(t). Exprimer la dérivée f'(t) en
fonction de U, U, w et de leurs dérivées. En déduire une expression ne faisant
apparaitre que des déterminants.



Corrigé
Exercice 1 :

1) Cherchons une combinaison linéaire nulle non triviale en résolvant :
xd+yv+zw=0

4x+y+2z=0

3x+2y+3z=0

2x+3y+4z=0
x+4y+tz=0

4x+y+2z=0

5y+6z=0

5y+6z=0
15y+(4t—2)z=0

4x+y+2z=0
=3 5y+6z=0
4t-20)z=0

Ce systéme a une solution non triviale si et seulement si t vérifie :
4t—-20=0

soit :

2) Dans ce cas, le systéme devient :

fx+y=—22
S5y=—-6z

16 9 ,) = 1
x——(—z— z)— —zZ

o 4 \5 f
y=-5%
Ainsi, en prenant z = =5
i+65-5w=0
Soit :
U=—-6U+5w
et

- > —>

Vect(u,v,w) = Vect(v,w)



Mais en faisant x = 0 dans le systéme précédent, on voit qu’il conduita y = z = 0 et donc
que (¥, W) est une partie libre donc une base de Vect(v, w)

Exercice 2 :
1)
F={u=(xyz): x=—-y+2z}
={i=(-y+2zy.2): (r2) €R}}

fi=y(-1,10)+2(2,01): (y,z) € R?}

= Vect(e; = (-1,1,0),e; = (2,0,1))

Or il est aisé de vérifier que la partie (e7, e,) est libre donc forme une base de F

G = {17 =(x,y, Z))'{xy++gzy==00}

={u=(-3z-22): ze R}

= Vect(ez = (-3,-1,1))

2)
XxX=—-y+2z
[Fﬂ(Gz{ﬁz(x,y,z)),{ X:—3y }
zZ=-y
—3y=-y-2y
= ﬁz(x,y,z)), X:—3y
zZ=-y

={i =y, {xz==_—3yy}

Donc

dim(FNG) = dim(G) =1



dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FNG) =2+1—-1=2
On peut aussi noter que :
F+G=TF

Ona:
FNG # {0}

Donc F et G ne sont pas supplémentaires

Exercice 3
1) Soit(f,g,a) € E? x Ralors:
FO=2f1 (4@ =240
[ r@ae =@ [ 90t = r@
;

0

Donc:
{U+9Ym)=26+gYﬂ){wwyw)=ZWgYﬂ)

j (f + 9Ot = (f + g)(0)’ j (@ 9)(®)dt = (a g)(0)
0 0

\ \

D'ou:
f+g €E, af €E

E est donc stable pour I'addition et la multiplication externe. C’est donc un sous
espace vectoriel de I’'ensemble des polynémes a coefficients réels.

2) Posons f(x) =ax®+bx?+cx+dalors:

f'(x)=3ax* +2bx+c

2 ¢4 £31" 21" a b c
_ - _ _ 1, “ 4 -4 -
jf(t)dt_al4lo+b[3L+clzlo+d[t]o+ 4+3+2+d
0
c=6a+4b+2c
fe[E@{g 2 c _
ztztztd=d
{6a+4b=—c
3a+4b=-6¢



5 11
©oVxeR: f(x)=c¢ (§x3—Tx2+x>+d

Donc:

E=V t(l-5 s _ 1 2+)
=Vec ,3x 4x X

dim(E) = 2

Exercice 4
1) Résolvons le probleme :
VxER:ax(x—1)+bx(x+2)+ cx—1)(x+2)=0
En prenant successivement pour x les valeurs particulieres 0,1, -2 on obtient :
—2¢c=03b=0,6a=0
Soit:a=b=c=0

Donc les trois polynémes forment une partie libre a trois éléments dans I'espace qui est de
dimension 3. lls en forment donc une base.

2) Cherchons 3 réels a, b, c tels que :
VxeER: x> +x+1=ax(x—1D+bx(x+2)+ c(x—1) (x+2)
La encore, en prenant successivement pour x les valeurs particuliéres 0,1, -2 on obtient :
1=-2¢,3=3bh,3=6a

Soit :



Exercice 5 :

1) Développons par rapport a la deuxieme colonne :

t 2 3

1—-¢t) 2 ’ t 3
_ = 2 |C _t
(11t)‘t) % | 1 t| (1-10) 2

=-2(t—-t?-2)—t(Qt—3+3t)=-2t+2t*+4 —5t?>+3t
=-3t’+t+4=(t+1)(-3t+4)

2) les coordonnées de i A U sont :
t 2 t —t?
(1 - t) A0 = 2—1¢?
1 t —2+2t

@AD)- W=3@—-t)+2Q2—-t>)+t(-2+2t)=-3t>+t+4

On en déduit :

3) On retrouve le déterminant précédent
4) La condition pour les trois vecteurs soient liés est :

t+1)(-3t+4)=0

Donc

t=—1out =

5)

f@©) = @) Av(0) - w(t)
fO) =@EOABED) - W)+ (@) AB@E)) - W)
= (@ @A)+ @O AT (@) wE) + (@O ABD) - W(b)
=@ @) ABER) - W)+ @O AT (@) - W)+ (T ABE) - W(b)

= det(u' (), B(t), w(t)) + det(u(t), 7'(t), w(t)) + +det(u(t), (t), w'(t))



