Premier devoir surveillé de Mathématiques Al2

Enseignant : Laurent Gry

Exercice 1 : Projection sur une droite vectorielle dans I'espace et symétrie (11 points)

S
L'espace étant muni d’une base orthonormée directe (7,7,k), on considére le vecteur

()

Soit p la projection vectorielle orthogonale sur la droite vectorielle engendrée par le vecteur

suivant

W et et s la symétrie vectorielle orthogonale par rapport a cette méme droite.

1) Déterminer le vecteur colonne-coordonnées du vecteur 7 colinéaire 8 W et de méme
sens (1 point)

2) Soit U un vecteur quelconque de I'espace. Exprimer p(i) en fonction de 4,7 et du
produit scalaire (1 point)

3) Exprimer s(&) en fonction de U etde p(d) (1 point)

On décompose u dans la base (i’,j’, E) sous la forme :
U=xi+yj+zk

et on introduit les colonnes-coordonnées de i et de p(i) dans la base (7,7, E)

X x'
<y> et <y’> respectivement
VA !

zZ

4) Ecrire sous forme matricielle la relation existant entre ces deux vecteurs-colonne (1,5
points)

5) Vérifier que w est bien invariant par la transformation (1)

6) Traiter les mémes questions en remplacant p(u) par s(i) (1,5 point)

7) Déterminer la colonne-coordonnées de m = w A T et vérifier que ce vecteur est
changé en son opposé par la symétrie (1 point)

8) Déterminer la colonne-coordonnées de ¢ = w A 1 (1 point)

9) Vérifier que (W,m, q) forment une base orthogonale et en les normant former une

base (f,f, I?) orthonormale puis donner les matrices des applications linéaires p et s
dans cette base (2 points)



Exercice 2 : valeurs propres et vecteurs propres (7 points) :

Soit f un endomorphisme d’un KK espace vectoriel V. On désigne par Id I'’endomorsphisme
identité défini par :

Vu eV: Idw) =u
Soit A € KK, on dit que A est valeur propre de f si il existe U # 0 tel que fW) =21u
U est alors qualifié de vecteur propre associé a la valeur propre A.

1) Identifier les valeurs propres et les vecteurs propres de la projection et de la
symétrie orthogonale de I'exercice 1 (1 point)

2) Montrer de facon générale que I'ensemble des vecteurs propres associés a une
valeur propre A est un sous-espace vectoriel de V. On pourra montrer que cet
ensemble est le noyau d’une application linéaire a définir et faisant intervenir Id (1
point)

On suppose maintenant que V est un plan vectoriel de base (7,) et que f a pour matrice
dans cette base :

_ 1 (2 3 )
V13 \3 -2
3) Montrer que f est involutif, c'est-a-dire (2 points) :
Vi eV: f(f@)=1u
On pourra montrer pour tout vecteur colonne X que'ona A (AX) =X

4) Montrer que 1 et —1 sont valeurs propres de f et déterminer les sous-espaces
propres associés en résolvant (2 points) :

4()=0)- 46)=-0)
5) En déduire une base (f,j) orthogonale de vecteurs propres (1 point)

Exercice 3 : Déterminant (2 points)

(T,j’, k) étant une base orthonormée directe de I'espace, calculer le déterminant dans cette

) ()=

Que représente ce déterminant d’un point de vue géométrique ?

base des trois vecteurs :



Corrigé :

Exercice 1 :
1)
S 1 _
i=lp
o1 (0
" ()
2)
p(@) =@ -Mn
3)
s@) =2 p@) -4
4)

(xl) : =0 1 0
y' =—(0x+1y+22)—<1):—<y+22>
z' V5 V5 2 5 2y+4z

X\ 1/0 0 0\ /x
)31 2)6)
z' 0 2 4/ ‘z
1 /0 0 0\ /0\ /0
(012)()-0)
0 2 4 2 2

5)

7)



1/-5 0 0 0
He 2 1) ()
0 4 3/ \-1
8)
0 0 -5
() (2)-(2)
2 -1 0
9) On vérifie :

Matrice de s dans (I,],K) :

Exercice 2 :
1)
Valeurs propresdep :0et1
Vecteurs propres associésa 0 : N(p) = Vect((f, I?)

Vecteurs propres associésal:N(p — Id) = Vect(f)

Valeurs propresdes:—1et1l
Vecteurs propres associésa —1: N(p) = Vect((f, I?)
Vecteurs propres associésa 1: N(p — Id) = Vect(f)

2)



Les vecteurs propres associés a une valeur propre A sont définis par I'ensemble :
W={ieV:f@)=2u}=N(f—-211d)

En temps que noyau de 'endomorphisme f — A Id c’est un sous espace vectoriel de V mais
redémontrons directement ce fait :

Soit (U, 7, a) € W x W x K alors :

f@ =214
f@) =27
donc:
fA+D)=f@W+f@) =2u+A09=2({U+v)
flaw) =af@)= a@u)=21(au)
donc:

U+v EW au eW

W est donc stable pour I'addition et la multiplication externe, c’est donc un sous espace
vectoriel de V.

3)
L(z 3)(X)_L(2x+3y)
Vvi3\3 -2/ \yv/) " q13\3x-2y
1 (2 3) 1 <2x+3y>_i<4x+6y+9x—6y)_(x)
133 -2/ y13\3x—-2y) 13\6x+9y—-6x+4y) \¥
4)

1

=6 2 6)=0)

o {2x+3y=\/ﬁx
3x—2y=\/1_3y

o {(z—dﬁ)x+3y= 0
3x—(2+V13)y =0

En multipliant par 2 + v 13 la premiere, ce systeme équivaut a :



{(—9)x+3(2+\/ﬁ)y= 0
3x—(2+V13)y =0

Les deux équations étant équivalentes (la seconde est la premiére multipliée par (—3) le

systeme équivaut a :
3x—(2+V13)y =0

1 est donc valeur propre et 'ensemble des vecteurs propres associés est formé des vecteurs
de colonne-coordonnées de la forme :

24V13 -7 (2+T3)
3y 3\ 3

C’est donc une droite vectorielle :

A= Vect (fl (2 +3\/ﬁ)>

1 2 3 X x
\/ﬁ(3 —2) (y) T (y)
{2x+3y= —/13 x
=
3x—2y=-—V13y
{(2+\/13)x+3y= 0
=
3x—(2-V13)y=0
En multipliant par 2 — v/ 13 la premiére, ce systéme équivaut a :

{(—9)x+3(2—\/1_3)y= 0
3x—(2-V13)y=0

Les deux équations étant équivalentes (la seconde est la premiére multipliée par (—3) le

systéme équivaut a :
3x—(2-V13)y =0

—1 est donc valeur propre et I'ensemble des vecteurs propres associés est formé des
vecteurs de colonne-coordonnées de la forme :

2—-vi3 “13y _Yy (2_\/13)
3 3 3
y



C’est donc une droite vectorielle :

A,=Vect (fl (2 _Bm)>

5)
Formons le produit scalaire de fl etfl
L-J1=2+V13)(2-V13)+ 9=4-13+9=0

- -
Donc I; et J; sont orthogonaux. Reste a les normer pour former une base orthonormale de
vecteurs propres. Or :

||71||=\/(2+\/1_3)2+9=\/4+2\/1_3+13+9=\/26+2\/1_3

7] == 26 -2 V13

Ainsi :
. 1 (2+\/13) i 1 (2—\/13>
V26 +2/13% 3 26 —2+/13% 3
Exercice 3 :

3 1 2
2 3 1

=3l 1l=1l dlezl

2
1 2 3
3 1

=3xX(-7)—1x(-5)+2x(-1)

=-21+5-2=-18



