Premier devoir surveillé de Mathématiques : Al1

Enseignant (L.Gry)

Exercice 1 : sommes remarquables (3 pts)

Simplifier les sommes en faisant apparaitre si possible une forme factorisée :

2n+1

s, = kz:n(sk—n

n
T, = Z(l + x)k
=1

Exercice 2 : Sommes des carrés consécutifs (4 pts)

a) Etablir I'expression simplifiée de la somme (2 pts) :

n
S, = Z k2
k=1

(On pourra s’aider de la somme télescopique : Y 7_,((k + 1)3 — k3)

b) En déduire, apres transformation, la limite en +oo de la suite de terme général (2 pts) :

Exercice 3 : Sommes télescopiques (3 pts)

a) Etablir la formule de trigonométrie pour tout réel x (1 pt):
sin(2 x) = 2 sin(x) cos(x)
b) On considére la somme :

n
x
Sp = Z Ln| cos (2_")
k=1
En exprimant cos (zin) a partir de sin (zin) et sin (23—_1) mettre S, sous forme d’une somme

télescopique et en calculer la somme (2 pts).



Exercice 4 : Binome de Newton (4 pts)

On considere pour n € N la fonction :

f)=C2+x"

a) Démontrer a I'aide des formules factorielles pour 0 < k < n (1 pt)

n n
(1) =G 20
b) Donner I'expression développée de f (x) en utilisant la formule du bindme de Newton (1 pt).

c) En déduire la valeur de (1 pt):

> ()

d) En dérivant f(x) de deux fagons, en déduire pour n € N* |a valeur de (1 pt) :

> ke ()

Exercice 5 : Complexes (6 pts)

a) en utilisant 'égalité : e (@*h) = gl @ ol b yetrouver les formules de de duplication de la
trigonométrie (2 pts)

b) en déterminant deux réels x et y tels que : e'® + e'? = e'* (e!¥ + e~!¥) retrouver les
formules de trigonométrie permettant de factoriser cos(a) + cos(b) et sin(a) + sin(b) (2 pts)

c) En utilisant les formules d’Euler donner une primitive de la fonction suivante (2 pts) :

f(x) = sin3(x) cos?(x)



Correction :

Exercice 1 :
S, est lasomme de n + 2 termes d’une suite arithmétique de raison 3 donc :

ler terme + dernier terme

Sp = > X Nombre de termes =

(3n—7)+(32(2n+1)—7) (n+2):(n+2)(3n;7)(6n—4)

_(n+2)(9n—-11)
B 2

Six=-1:T,=0
Six +—1:

T,, est lasomme de n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison (1 + x) donc:

1— raisonNombre de termes
T, = ler terme X -
1 —raison
1-Q+x)" 1+x)(Q+x)"-1
PP Ll C5 20 L0 ((CE Tl
1-(1+x) X

Exercice 2 :

a)on partde:

n n n n n
Z((k+1)3—k3)=Z(k3+3k2+3k+1—k3)=3 Zk2+3 Zk+21
=] =1 k=1 k=1 k=1

nn+1

=35,+3 —

D’autre part cette somme étant télescopique, on a:
n
Z((k+1)3—k3) 41 —13=(m+1)P—1
k=1
On en déduit par comparaison :
nn+1
3S,+3 ¥+n=(n+1)3—1
Soit :
3
35n=(n+1)3—§n(n+1)— (n+1)

Sn=%(n+1) ((n+1)2—;n—1)

1 , 3
Sn=§(n+1) (n +2n—§n)



1 3
Snzgn(n+1) (n+2 —§>

1
Sn=€n(n+1)(2n+1)

b) On note que :
1 11 1
Un—F(SZn—Sn)—F& (2n)((2n)+1)(2(2n)+1)—gn(n+1)(2n+1)>

1
=mn(2n+1)(2(4n+1)—(n+1))

=L(2n+1)(7n+1)

6 n?

2x7 7
lim U, = ==
n—oo 6

Exercice 3 :
a) on utilise la formule de duplication :

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
En donnant la méme valeur x a a et b.

sin(2 x) = 2 sin(x) cos(x)

b)ona:
sin (%) = sin (2 Zx—n) = 2sin (Zx—n) cos (Zx—n)
Donc:
xy _sin(z)

o (2 ) - 2 sin (Zx—n)

Et:
Ln <COS (zx—n)> —In sin (Zn_l) —In 2" sin (zn—l)
2 sin (2”) 2" sin (2_71)
=Ln (2"‘1 sin (2:_1)> —Ln (2" sin (2—n)>

Ainsi :

S incos (25)) = (217 stn (i) ) - im (2000 ()

k=1

= Ln(sin(x)) —ILn (2” sin (Zx—n)>



Exercice 4 :

a)
!
() =7 —mn

( n )_ n! _ n!

n—k/" (n—k) (n-m-k)!' O-k)! kK
b)

Fe = () 2% a7
k=0

c) En faisant x = 1, on obtient par deux fagons :

n

f=@+nr=> (3) 2t

k=0

Donc:

NHERE

k=0
d) En dérivant f(x) de deux fagons, on obtient :

n—1
f)=n+x)" 1= Z (Z) 2k (n— k) x™ k1
k=0
Et en faisant x = 1, on obtient :

n-1
(Z) 2k (n—k)=n3n1
k=0

Soit, en notant que la somme peut étre étendue a k = n avant d’étre séparée en deux :

n
2. () 2n-
k=0
n
n3n —Z(Z) 2k o = n 371

k=0

NGE

(1) 28k =n3n1

=
1]
o

D’ou :

n
Zkzk(Z)=n3"—n3"‘1=n3”‘1(3—1)=2n3”‘1
k=0



Exercice 5 :

i(a+b) = gl olb o traduit par :

a)e
cos(a+b) + i sin(a + b) = (cos(a) + i sin(a)) (cos(b) + i sin(b))
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) + i (sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b))
Donc, en identifiant parties réelles et imaginaires :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
b)ona:

el* (e¥ + e71Y) = ! (¥t 4 ol (x-))

Les nombres cherchés vérifient sont donc les solutions du systeme :

xX+y=a
&—y=b
Lequel se résout par somme et différence en :
a+b
X =

2
a—b>b

y= 2

Or, en utilisant une formule d’Euler, on a:
el* (e' + e7'Y) = 2 cos(y) e'*
On en déduit :

2

. . a—>b l.a+b
et + e‘b=2cos< )e

On en déduit, en identifiant la partie réelle et la partie imaginaire :

cos(a) + cos(b) = 2 cos (a ; b) cos (a + b)

sin(a) + sin(b) = 2 cos (a ; b) sin (a + b)

c)

3

f(x) _ <elx ;ie—lx> <elx _l_ze—lx>

2

-1 1 i 3 ix2 —ix1 ix1 —ix2 —ix3 ix2 ix
=== %7 () =3 () (™) +3 (™) (e7*) = (e7*)" ) ((e'*)" +2e'e

+(e7)*)

LX



:%(63ix_3eix+3e—ix_e—3ix) (ezix+2+e—2ix)

;(esix+2e3ix+eix_3e3ix_6eix_3 —3e X 4 3iX f gei¥ 4 3 3iX _ p-ix

T 320
_ze—3ix _e—Six)

Z%((eSix_e—Six)_(ESix_ e—3ix)_2(eix_ e—ix))
-1
= = (2isin(5x) ~ 2isin3x) ~ 4 i sin(x))
L i) £ sinG ) £ si
=1z sin(5 x) Te sin(3 x) 8Sln(x)

Une primitive s’en déduit :

1 1 1
F(x) = 0 cos(5x) — 18 cos(3 x) — 3 cos(x)



