Contréle de Mathématiques Al1 -Octobre 2019

(Enseignant : Laurent Gry)

Exercice 1 : Calculer les sommes (6 points)

Q) S;=> Bk-7)

b) S, = Y (3k+2)?

(conseil : On pourra commencer par développer: (3 k +2)?)

n
C) 53 — Z(ekx _ e{k+2}x)
k=0

(conseil : On pourra noter que : X * — elk+2}x = ghx _ plkt1}x 4 plk+1}x _ olk+2}xy

2n
d) S, = Z k2
k=n

Et factoriser I’expression obtenue au maximum

Exercice 2 : Formule du binéme (2,5 points)

Développer en organisant les résultats d’'une facon logique :
(1 _ 63 x)3

(2x?-3)°

Exercice 3 : Trigonométrie (4 points)

a) Donner une expression factorisée de: cos(a) — cos(b)
(conseil : on pourraposer:a=x+y ;b=x—1y)
b) Montrer que :

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))

Application : Donner une primitive de : f(x) = cos(3 x) cos (5 x)



Exercice 4 : Application réciproque (7,5 points)

On considere la fonction définie par

f(x)=Ln(x*+x+1)

Donner le domaine de définition de cette fonction

Calculer sa dérivée

Déterminer ses limites en +o0 et en —oo

Etablir son tableau de variation

En déduire que cette fonction définit deux bijections sur des intervalles maximaux et préciser
ces bijections (ensemble de départ, ensemble d’arrivée

Etablir les expressions des applications réciproques de ces bijections

En déduire par deux méthodes distinctes, les dérivées de ces applications réciproques en
précisant bien le domaine sur lesquelles elles sont dérivables



Correction

Exercice 1 :

a) Lasomme est celle d’une suite arithmétique de raison 3 donc:

Slz

i@) k—7) = (premier terme + dernier terme) X Nombre de termes
- 2

k=2

_(—1+3n—7)(n—1)_(3n—8)(n—1)
B 2 B 2

b) Développons sous le signe somme

n n n n n
SZ=Z(3k+2)2=Z(9k2+12k+4)=9Zk2+122k+421
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

9n(n+1)(2n+1)+12n(n+1)+

6 2 4n

3n(n+1) (2n+1)
B 2

+6nn+1)+4n

3n(n+1D)R2n+D+12n(n+1D)+8n_ n(Bn+3)2n+1)+12 (n+1)+8)
B 2 - 2

n(6n*+9n+3+12n+12+8) n(6n®+21n+23)
B 2 B 2

c) On fait apparaitre des sommes télescopiques :

n

n n
S, = Z(ekx — elhr2)x) = Z(ekx — el 4 Z(e{ku}x _ elk¥2)x)
k=0 k=0

k=0

=1 —entilx 4 ox _ oin+2}x

d)
2n 2n n-1
2n(2n+1)(4n+1) (n—-1)n(2n-1)
Sy = k? = k? — k? = —
n(@n+2)(4n+1)-n-1)(2n-1))
B 6

_n(6n*+12n+2-2n*+3n-1) n(14n*+15n+1)
B 6 B 6




Exercice 2 :
(1_e3X)3 =1-3 e3X+3e6x_e9x
(2x2-3¥=02x%)°"-502x>)*x3+10(2x%)>%x3%2-10(2x%)2x33+5(2x%)x3%-3>

=32x19—240x8 + 720 x® — 1080 x* + 810 x? — 243

Exercice 3
a) On pose:
a+b
X =
{a =x+y o 2
b=x—-y _a—b
Y=73
cos(a) —cos (b =cos(x+y) —cos (x —y)
= cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) — (cos(x) cos(y) + sin(x) sin(y))
= — 2sin(x) sin(y)
_ g <a+b> . (a—b)
= —2sin(——sin{—;
b) Ona:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
Par somme on déduit :

cos(a+ b) + cos(a—b) = 2 cos(a) cos(b)
puis la formule souhaitée

Application :

f(x) =cos(3x)cos (5x) = %(COS(?} x+5x)+cos(3x—5 x))

1 1 1 1
=3 cos(8x) + 5 cos(—2x) = 5 cos(8x) + > cos(2 x)

Une primitive s’en déduit :

FC) =% (sin(8 x)) 1 <sin(2 x))

8 2 2

1 1 .
=16 sin(8 x) + 7 sin(2 x)



Exercice 4 :

1) Le trindme x2 + x + 1 ayant un discriminant négatif, il reste de signe strictement positif sur
I’ensemble des réels et donc :

2) Lafonction est dérivable sur R par composition et :

2x+1

Fo =

3) Les limites sont par composition +co en +co et en —co
4) Le tableau s’en déduit

X —o0 -1/2 +oo
f'(x) - 0 +
fx) +00 +0o
N 7
Ln(3)

5) La fonction définit deux bijections :

fi: =00 =1/2] - [Ln(z>;+oo[

x = f(x)

x = f(x)
6) Onapourtout (x,y) € R X [Ln G) ; +o0 [ :
y=In(x*+x+1)e x’+x+1=¢Y
o xl+x+1-e7=0
Le discriminant de cette équation de la variable x a parameétre y est:
A=1-4(1)(1—-eY)=4eY-3 =20

L’équation admet deux racines :



—1—+4eY -3 —-1++vV4eY -3

x1(y) = 2 s x(y) = 2
On en déduit :
L -1-VEeZ—3 __, _ —1+VEev -3
fi )= 2 s ()= )
I L . - 3
1) Les deux applications réciproques sont dérivables sur ]Ln (Z) ; +oo[ et:
_q 4eY e”
i )=~ ==
2X2+vV4eY -3 V4eY -3
Y 4e¥ e’
fo )=

2x2vV4e? —3  +hel—3

La deuxiéme méthode consiste a appliquer la formule :

-1 2 -1
£y = 1 _ (7o) +£7 o) +1
C TR () 2,70 +1

2
(—1+\/4ey—3> Lol+V4ey =3
2 2

— y
2 1+\/42Le 3_|_1

1—2vV4eY—-3+4e¥Y -3 —-1++4e¥y-3
) + 5 +1
Vv4eY -3
1—2vV4eY—-3+4e¥Y—-3—-2+2vV4eY -3 +4

4
Vv4deYy -3

Idem pour fl_ll(y)



