Premier devoir surveillé de Mathématiques All

Enseignant : Laurent Gry

Exercice 1 : Applications réciprogues (9 points)

Soit la fonction définie par :

Vx + 4

x—1

flx) =

1) Préciser le domaine de définition de f ainsi que le domaine de dérivabilité. On
étudiera précisément la dérivabilité en O (1 point)
2) Montrer que la dérivée de f est, sur son domaine de dérivabilité (1 point) :

—x—8+x—1

fx) = IVE D)2

En déduire les variations de f sur son domaine de définition (0,5 point)

3) Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition (1,5 point)

4) En déduire le tableau de variation et donner I'allure de la courbe de f dans un repére
orthonormé (0,5 point)

5) Montrer que f définit une bijection sur un sous ensemble maximal de R. On
précisera les deux ensembles en bijection (1 point)

6) Déterminer I'expression analytique de la réciproque f~! (3 points)

7) Quelles particularités présentent les courbes y = f(x) et y = f~1(x) (0,5 point)

Exercice 2 : Combinaisons (2 points)

Montrer que I'on pour tous entiers naturelsk etntelsque:2 <k <n+2:

(=G +2 () + (D)
Exercice 3 : BinOme de Newton (4 points)
Développer par la formule du bindbme de Newton
(x2 —2)3

(x2 —3x+1)*



Exercice 4 : sommes (5 points)

Effectuer un changement d’indice dans les sommes afin que I’écriture du terme générique
soit la plus simple possible et calculer le cas échéant cette somme

zn: cos((k +2) n)

k+2

k=0

20
YY)
;(l 3)

Calculer la somme :

;(3i+2)

Dériver quatre fois la fonction :

2k+1

- X
f@:kzzo(z“m



Correction

1) Df =[0;1[ U ]1; +oo[

f est dérivable sur ]0; 1[ U ]1; +oo[. En 0, il faut considérer le taux d’acroissement

fW-f©@ _1(Vh+4 N\_1(Vh+4+4h-1)
h _E<h—1+ )‘E( h—1 )

_1<x/ﬁ+4h>_x/ﬁ(1+4\/ﬁ)_ 1+4+h
“h\ h=1 ) hth—-1  VE(h-1)

Ainsi :

VIOEYON
m —-=
h-0t h

-1
Donc f est dérivable a droiteenOet: f,;'(0) = —1

2) sur]0;1[U]1;+oo[ona:

1
D0 oy avr (VR +4)

f'(x) = =12 = 2 Vx (= D)2

_x—=1-2x-8vVx -x-8Vx—1 -0
Co2Vk@-12 2Vx (- 1)?

A noter que cette formule est encore valable pour le nombre dérivé a droite en 0.
f est donc strictement décroissante sur [0; 1] et sur ]1; +oo[

3)
En factorisant les termes dominants au numérateur et au dénominateur :

g F(r) ek
T TR

el

Ainsi :
lim f(x)=0
X—+o00
D’autre part :

lim [ ) = e



i /() = 4o
lim f(x) = £(0) = —4
4)

On en déduit le tableau de variations :

x 0 1 + 00
f'(@) - -
—4 | +o0
fx) Yool
—oo || 0

5) f définit donc une bijection de [0; 1[ U ]1; +oo[ dans |—c0; —4] U ]0; +oo[
6) Ona:

V (x,y) € [0;1[ U ]1; +oo[ X ]—o00; —4] U ]0; +oo[ :

_Vx+4
T ox—1

y ©yx—1)=vVx+4

©yx—y=+x+4
S yx—Vx—(y+4)=0
En posant v/x = t on résout pourt > 0 :
yt?—t—(y+4)=0
Le discriminant pour ce polynédme en t est :
Ay=1+4y(y+4)=4y*+16y+1
Le discriminant pour ce polynGme en y est :
A= 16> —16 =16 x 15

Il a donc deux racines :

_ —16—-4V15 _ V15
Y11= 8 - 2
—16 + 415 V15
Y=g T T2t



Ces deux racines sont dans l'intervalle ]—4;0[ donc le polynéme en y est de signe
strictement positif sur le domaine de y concerné , | —oo; —4] U ]0; +oo[

Le polyndme en t a donc deux racines distinctes :

1-J4y2+16y+1

t,(y) = 2y
) 1+,4y2+16y+1
2V) =
2y
Or:
c y+4
t,(y) tz(y)=a=—7

Et on vérifie aisément que cette derniére quantité est strictement négative sur |—oo; —4] U
]0; +oo[. On en déduit que les deux racines sont de signe contraire.

Or sur |0; +oo[ : t,(y) > 0donc:t;(y) <0
Et sur |—oo; —4[ : t,(y) < O0donc:t;(y) >0
D’ol

sur |—oo; —4[ :

2
1—y4y2+16y+1
2y

1) = (L)’ = (

sur ]0; oo :

2
1+ 4y2+16y+1
2y

o) = (o) = <

Ci-dessous les deux courbes : y = f(x), y = f~1(x)
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Exercice 2 :

On applique deux fois la propriété qui caractérise des combinaisons dans le triangle de
Pascal

"=+ G
=)+ G2+ G2+ (22
=()+2(21)+ (o)

Exercice 3 : BinOme de Newton
(2 -2)° =
(x?2)> +5(x)* x (=2) + 10 (x?)® x (=2)2 + 10 (x2)*> x (=2)® +5x2 x (=2)* + (=2)°

=x10—10x8%+40x%—80x*+80x%—32

(x2—3x+1)4=((Jc2—3x)+1)4

=(x?-3x)*+4(x*-3x) +6(*x*-3x)> +4(x*-3x)+1



=)'+ 4 (®)3(-3x)+6 (x)? (—=3x)*+4 (x*)(-3x)3+ (=3 x)*
+ 4 ((x?)3 4+ 3(x%)?(=3x) +3x2 (-3 x)?+ (-3 x)3)
+6(x*—6x3+9x2)+4x?>—-12x+1

=x8—-12x7+54x°—108x5+81x*+4x°—36x>+108x*—108x3 +6x*
—36x3+54x24+4x>-12x+1

=x8—12x7 +58x% —144 x> +195x* — 144 x3 +58x%> —12x+ 1

Exercice 4 :

i cos(ik++22) m) Z cos(k m) 712 ( ;)k

k=0 =2

20 17
17x18x (2%x17+1
Z(i—3)2=2i2= (6 ) 17x3x35 = 1785

Voyons cette somme comme celle de termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison
3:

100
2(3 )= &7 30? X0 _ 152 % 101 = 15 352
=
fe) = Z (21::1) I
freo = 4 (2(§k++1)1; ! Z (2k) |
100 = L . 215) ' Z 2k —1)1

Y _n(Zk—Z)x2k‘3_n x2 k=3
f”(x)—kz 2k —2) ! _;(Zk—@!






