Devoir maison d’électrostatique - 2 Avril 2015

Pour chaque exercice, on donnera une formule littérale en fonction des parametres de

I’exercice puis on effectuera I'application numérique si besoin.

Exercice 1 : Champ créé par un anneau chargé (8 points)

On considére un anneau plat de rayon intérieur R; = 4 cm et extérieur R, =5cm

uniformément chargé portant la charge Q.

1)
2)

Calculer I'aire de cet anneau (0,5 point)
En déduire la densité surfacique de charges o (0,5 point)

On cherche a calculer le champ électrique en un point A d’abscisse z > 0 de |'axe de symétrie

(0; 7) de I'anneau. Mais pour cela, afin de simplifier les calculs, on commence par

déterminer le potentiel électrostatique V(z) en ce point.

3)

4)

5)

6)

7)

Que peut-on dire de la direction et du sens du champ électrique sur cet axe ? Justifier
(0,5 point)

Définir dans le plan de I'anneau un paramétrage convenable d’un point et décrire
I’élément différentiel de surface employé (0,5 point)

Calculer la contribution élémentaire de I'élément de surface, au potentiel
électrostatique (On choisira la constante telle que ce potentiel soit nul a I'infini)
(1point)

Calculer le potentiel électrostatique en effectuant le calcul intégral sur la surface de
I'anneau puis vérifier que la formule redonne celle d’'une charge ponctuelle en
champ lointain (1 point)

En déduire le champ électrique E,(z) le long de I'axe (z = 0 et z < 0) et vérifier la
formule en champ lointain (1 point)



8) Faire tendre R; vers 0, poser R, = Ret en déduire les expressions du champ
électrique et du potentiel sur un point de I'axe pour un disque de rayon R. Vérifier
gue l'on retrouve la formule donnée en cours au chapitre des condensateurs (1
point)

9) Faire tendre R; vers R, = R et retrouver les résultats de champ et de potentiel
obtenus en cours pour un cercle de rayon R (1 point)

Exercice 2 : Pression électrostatique sur une sphere chargée (12 points)

On considére une sphéere de rayon R portant une charge Q > 0. Compte tenu de la symétrie,
il est logique de penser que cette charge est uniformément répartie sur cette sphéere.

On rappelle la formule établie en cours pour le potentiel électrostatique créé par un cercle
de rayon r uniformément chargé avec la charge g, a une distance a de son centre sur son axe
de symétrie :

q 1
|4 = X
@ =37 & VrZ+a?

On cherche alors a évaluer le champ électrostatique a une distance z du centre O de la
sphére en commencant par évaluer le potentiel électrostatique. On peut alors pour cela
diviser la sphére en surfaces élémentaires, en considérant des cercles repérés par un angle 6
tels que définis par la figure ci-dessous :

1) Expliquer brievement pourquoi le potentiel en un point de I'espace M ne dépend que
de la distance de ce point au centre O de la sphére. (0,5 point)

2) Déterminer le rayon r(8) d’un cercle en fonction de R et de 8 (0,5 point)

3) Déterminer I'aire d'S de I'élément de surface différentiel situé entre les cercles de
rayonsr(8) etr(8 + d6). (0,5 point)



4) En déduire I'aire S de la sphere par calcul intégral (0,5 point)

5) En déduire la densité surfacique de charges g en fonction de R et Q. (0,5 point)

6) En déduire la charge d'q portée par I’élément de surface en fonction de R, de 8 et dé.
(0,5 point)

On définit sur un rayon de la sphére un axe (O; 71) et on note V(z) la valeur du potentiel
électrostatique en un point A d’abscisse z de cet axe.

7) Calculer le potentiel électrostatique d'V(z) créé par I’élément de surface en un point
d’abscisse z > R puis z < R de I'axe. (0,5 point)

8) En déduire I'expression intégrale du potentiel électrostatique créé par la sphére en ce
point. (0,5 point)

9) Par changement de variable adéquat, calculer cette intégrale. En donner une
expression unique puis une expression pour 0 < z < R puis pour z > R (1 point)

10) Que constatez-vous sur la valeur du potentiel a I'intérieur de la sphere ? (0,5 point)

11) En déduire la valeur de la composante E,(z) du champ électrique sur I'axe (O ; 71) (1
point)

12) Que constatez-vous sur la valeur du champ électrique a l'intérieur de la sphere ? (0,5
point)

13) Retrouver les résultats précédents en utilisant le théoreme de Gauss (1 point)

14) Le champ électrique peut il étre défini en un point de la sphére (z=R)? Et le
potentiel ? (0,5 point)

15) Montrer que la discontinuité que subit le champ électrique a la traversée de la sphére

(de l'intérieur vers I'extérieur) est : E,(R*) — E,(R™) = gi?l (0,5 point)
0

On rappelle (cours sur les condensateurs) I'expression du champ électrique au voisinage du
centre d’un disque de rayon R et de normale 71 uniformément chargé avec une densité
surfacique o

o

—n
2 &
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16) En isolant une surface infinitésimale d’aire dS en un point M de la surface de la sphére et en
I’assimilant a un disque portant une charge = o dS , déduire de ce qui précéde I'expression du
champ électrique créé en un point voisin de cette surface par le reste de la sphére. (1 point)

17) En déduire l'intensité dF de la force exercée par le reste de la sphere sur le disque infinitésimal,
puis la pression électrostatique dF/ dS. Que va-t-il se passer si la charge de la sphére devient
trop importante ? (1 point)

18) Application : Une sphére métallique de rayon R = 10 cm peut supporter une pression limite
interne Py, = 300 bars ~ 3 X 107 Pa. Exprimer la charge limite Q;;;,,, que peut supporter

cette sphére en fonction de p;j,, Retk = ﬁ = 9 x 10° (SI). Faire I'application numérique
0

(1 point)



CORRECTION

Exercice 1:

1) Aire=S=m(R,> — R,*) =m (5% — 4%) = 9 cm? ~ 283 cm?
2)

Q Q

TS n(RE- R

3

~

La distribution de charges est symétrique par rapport a I'axe (O ; z) donc :

E=E,(2)#

4) Paramétrage d’un élément de surface par ses coordonnées polaires r et 8
Elément différentiel de surface d’ordre 2 : d?S = r d@ dr

rdé

Elément différentiel de surface d’ordre 1:d'S =2 r dr

5)
od'S 1 o rdr
dV = X = X
dmey r24z72 28 r?4z2
6)
=R, o r=R; @ 5 5
V(z)=j v = — [\/r2+zz] =— \/Rz +zz—\/R1 + z2
r=R 2 80 r=R; 2 SO
1
Q R,* — R’
= 2 p 2\~ > >
2meg (Ry* = Ri?)  \JR,Z+ 22 +/RZ + 22
1
V(z) = ¢

X
2TE /R, + 22 4+ /R % + 22




On vérifie pour z —» too:

Q 1

X
dmey, |z|

V(z) =

qui est le champ créé par une charge ponctuelle Q placée en O

7)
z + z
E,(z) = v _ 0 X VR +22 YR’ +2°
(2)=——=— _
dz 2TE (\/R22+22+\/R12+22)2
0 z (\/R22+22+\/R12+22)

= X
2me0  RZ 4 72 R + 22 (VR2Z + 22 + R,? +z2)2

Q z
= X
2meo R+ 22 R7 + 22 (VR,Z + 2% + R, + 22)

Q z
X
2w  (Ry% +22)Ri? + 22 + (R + 22) VR, + 22

EZ(Z) =

Champ lointain: z —» +oo :

E,(z) = ¢ ><1
ZZ_4-T[€0 z2
8) R,—0;R,=R
Q 1
V(z) = X
2mey  VRZ+ 22 + |z
Q z
E,(z) = X
‘ 2mey  (R2+2z2)|z| +2z2VR? + 22
Q 1

siz>0: E,(2) =

X
2mey  (RZ+2z2) +zVR?% + 22

Formule vue en cours pourz>0:

Q (1_ z ) Q VR2 + 22—z

E = = X
=(2) 2m g R? VRZ + 22/ 2me&R? VR? 4 7?2



Q VRZ + 72—z Q R?

= X = X
2 & R? VRZ+z2  2m&R?  RZ+ 72 (VRZ+ 22 +2)

Q 1
X
2mey  (R2+422) 4+ zVR2 + 22

EZ(Z) =

C’est bien la méme expression.

9) R1_>R2=R

V(z) = < X !
4mey  R2 + z2
z
E,(z) = ¢ X 3
4TE  (p2y 2)2

Exercice 1:

1) Ladistribution de la charge est invariante par rotation quelconque autour du point O
2)

r(0) = Rsin(0)

3)
d'S=2nr(@) Rd8 = 2m R?sin(0) db
4)
0=m 6=m
S = j d'S = 2 R? j sin(8) df = 2w R? [— cos(8)]F
6=0 =0
S =4mR?
5)
0
S 4mR?
6)
dlq =0 dlS = < x 21 R?sin(0) dO = 2sin(é?) de
41 R? 2

7)

d! 1 in(0) df

d'V(z) = T — < X sin(6)
4dmey MA 8mg \/(z — Rcos(0))? + (Rsin(6))?
in(@) do
AV () = —2 % sin(6)
81 & Jz2 + R? — 2 z R cos(h)

8)

6=m 6=rm in(8) dé

V() =J 4V (z) = Q sin(0)
6=0 8mey Jo=g \/ZZ + R%? -2z Rcos(8)



9) On fait le changement de variable :

u=2z%2+R?—2zRcos(8)
du =2z Rsin(0) do

Q 1 u=z2%24R2%242z du Q 1 (+R)2
V(z) = —f - X — [\/ﬂ](z_m2
8mey zZRJ,_,24p25,2Vu 8me zR z
Q |z+ R| — |z —R|
V(z) = X
(Z) 87'[80 ZR
si0<z<R: V(z)=L;E (z2)=0
4megR T ?
Q Q
i z>R:V(z)=—; E = —
StZ ) Ameyz 2(2) 41 e, 22
10) Le potentiel est constant a l'intérieur de la sphére
11)
) av
si0<z<R: EZ(Z)Z—EZO
siz>R: EZ(Z)=L
41 gy 22

12) Le champ électrique est nul a I'intérieur de la sphere
13) En prenant le flux du champ électrique a travers une sphére de rayon z nous avons :

Amz? E,(2) = Qune
€o

ou Q¢ désigne la charge située a l'intérieur de cette sphere.

Si0<z<R: Quu=0et E,(2)=0

Q
Siz>R: Qi =0 etE,(z) =—
ant Q Z( ) 4 T 80 ZZ
14) Le champ électrique ne peut pas étre défini en un point de la sphére, il subit une
discontinuité a la traversée de la sphére. Le potentiel peut étre par contre défini par
sa valeur limite, soit V(R) = lim,_g V(2). Il est donc continu.
15) La discontinuité du champ électrique a la traversée de la sphére est :

Q Q

47T€0R2 =€OS

o

EZ(R+) - EZ(R_) = &

16) Le champ électrique total Eenun point infiniment voisin d’un point M de la sphére

S
se décompose en deux champs, un champ E ;5 créé par I'élément de surface et un

7



= -
champ E,.ste Créé la surface restante de la sphere. Or E;5 est le champ créé par un
disque uniformément chargé au voisinage de son centre, donc :

E,e=—n
ds £
Et :
- O
E=—
)
On en déduit :
B,=F 7
as = te = n
reste 2 80

17) L’élément de surface dS est donc soumis a une force électrostatique Tf :

. R o?
df = 0 dS Erggre = ——dS 7t

2 ¢
Donc a une pression électrostatique :
ld7]l _ o Q? 1 Q® k@

= = = X =
P=74s T2¢ 32n%eR* 4me, 8mR* B8R

18) Application :

02 = 8mpR*
k
Charge limite :
8 7 piim R* 8m x3x 107 x 1074
. = —_— ~ 2 X10_4C=2,9 C
Qllm \/ k 9x 109 9 m




