Devoir maison de dynamique du solide

Exercice 1 : Cone évidé (10 points)

On considére un cdne homogeéne évidé de masse volumique p = 8000 kg/m3, de rayon
intérieur R; = 4 cm et extérieur R, = 5 cm et de hauteur H = 10 cm tel que défini par la
figure ci-dessous :

Pour chaque question, on fera apparaitre la formule littérale puis on fera I'application
numérique.

1) Calculer, par méthode intégrale, les coordonnées du centre d’inertie G du cOne évidé

dans le repére (O; x; y; z ). On détaillera le calcul ainsi que la méthode intégrale
employée, forme, ordre des éléments différentiel de volume employés (la clarté de
I’exposé ainsi que la qualité des dessins (a main levée) sera récompensée) (3 points)

2) Retrouver le résultat précédent en utilisant I’associativité du barycentre de masses et
les coordonnées vues en cours d’un cone plein (R, = R; R; = 0) (3 points)

3) Calculer, par méthode intégrale, et avec le méme souci du détail, le moment d’inertie

du cone évidé par rapport a I'axe (O ; x) puis I'axe (O ; z) (3 points)

4) Sans utiliser de méthode intégrale, déduire de la question précédente le moment
d’inertie du cone par rapport a I'axe (A ; x) , le point A étant le centre de la base du

coOne.



Exercice 2 : Tronc de cone (6 points)

On considere un tronc de cone C de sommet 0, de rayons R; et R, et de hauteur H, tel que
défini sur la figure ci-dessous :
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On note C; (respectivement C,) le cone de sommet O dont la base est celle de rayon R;
(respectivement R,) du cone tronqué et la hauteur H; (respectivement H,).

1) Exprimer H; et H, en fonction de R4, R, et H (1,5 point)

2) Déterminer dans le repere (O ; x; y; z) les coordonnées du centre de gravité de
chaque cone C; et C,. (1 point)

3) En déduire les cordonnées du centre de gravité G du cone tronqué en fonction de R4,
R, et H (2,5 points)

On rappelle I'expression de la matrice d’inertie d’'un cone masse m, de rayon R et de hauteur
H dans le repére principal d’inertie d’origine son sommet O :

3 R* + 4 H? 0 0
Uloxyz = 5zm 0 RZ+4H?> 0

20 0 0 2 R?

4) En déduire la matrice d’inertie du cone tronqué dans le repere (O ; x; y ; z) (2 points)
5) En appliquant le théoréme d’Huygens, en déduire les trois moments d’inertie J;,.,
J6yy €t Jgzz puis la matrice d’inertie dans le repere (G; x;y ; z) (3 points)



Exercice 3 : Cone qui roule n’amasse pas ... (4 points)

On considére un cone de rayon R et de hauteur H roulant dans un plan horizontal, sur une
de ses arétes autour de son sommet O.

Pour repérer la position du cone, on définit deux repéres. Le premier est obtenu par une
rotation d’angle a autour de I'axe orienté par k du repere d’'étude (O; 1;7; E), a étant
une mesure de I'angle orienté formé par la demi droite (O ; x) et I'aréte du cdne en contact
avec le plan. Il conduit au repére (0; 115 J1s El) Le second repére est obtenu en
considérant d’abord un repére intermédiaire (0; U5 J2; Ez) obtenu par rotation de

(0 sl T El) d’angle 6 autour de (O ; —J;) ou 6 est I'angle du cone.

Enfin on parviendra a un repére (0 ; f; f; I?) lié au cone par une rotation d’angle S autour
de I'axe (O ; —1,) par rapport a ce repére.

1) Déterminer le vecteur rotation 51/0 de l'espace solide de repere (0; 115 1 1?1)
par rapport au repére (0 ;LT E) (0,5 point)

2) Déterminer le vecteur rotation 52/1 de I'espace solide de repére (0 5125 T2 Ez) par
rapport au repere (0 ; Ty ; Ji ; El) (0,5 point)

3) Déterminer le vecteur rotation ﬁc/z de l'espace solide du cOone de repére
(0; I;7; I_()) par rapport au repere (0; Ty ; Jo 5 Ez) (1 point)

4) En déduire le vecteur rotation ﬁc de I'espace solide défini par le cbne par rapport au
repére d’étude (0 ;T E) On exprimera ses coordonnées dans la base (?; 7; E)
et pour cela il faudra commencer par exprimer les coordonnées des vecteurs de
chaque base dans la précédente (des figures planes seront les bienvenues)



CORRECTION

Exercice 1:
Nous noterons pour tout I'exercice :

- Pourle cone plein C; de rayon R, : G, = centre de gravité ; I, =volume; m, =
p Vo= masse ; z;, = coordonnée de G, sur I'axe (0 ; z)

- Pour le cone plein C, de rayon R, 6té au précédent : G; = centre de gravité ;
V; = volume ; m; = p V;=masse ; z;, = coordonnée de G; sur 'axe (0 ; z)

- Pourle cone évidé C : G = centre de gravité ; V =volume ;m = p V=masse ; z; =
coordonnée de G sur I'axe (0 ; z)

1)
Par symétrie, le centre de gravité G est porté par I'axe (O ; z). Sa coordonnée sur cet
axe vérifie :

sz=ffzdm
c

Calculons d’abord I'intégrale double :
- Elément différentiel de masse et volume :
AWV =n (%2 —n?) dz

avec:
r, Z rn  Z
R, H ' R, H
soit :
R, z R,z
RET T
On en déduit :

U (RZZ B Rlz) sz

HZ z

dim=pdlV=p

- Contribution élémentaire a I'intégrale :

7 (R,? — R,?
zd1m=p%z3dz
- Intégrale:
Z=H
ff d _f dim = m (R;* — Ry*) Z4H_ m (Ry® — R,*) H?
cZ m= zd'm=p e 2 O =p 2
VA

=0



or

m_ m m _ 3m
PEVTV,~Vi nRAH nR’H n(RZ-RAH
3 3
On en déduit :
3m m (Ry* — R,*) H?
mZG= 2 2 X
n(R,>—R°)H 4
Soit finalement :
zG—4

En prenant R; = 0, nous obtenons la position du centre de gravité pour un cone plein.

2) Par associativité du centre de gravité, nous avons :

my Zg, + MzZg = my Zg,
pVizg, + pVzg=pV;z,

Vo zg, — Vi zg,
ZG =

-1
mRH 3, mR’H 3,
__3 4 3 4
Z¢ = 2 2
nR,"H mR,°H
3 3
Nous retrouvons bien :
3
ZG:ZH

3) Ecrivons les relations liant les moments d’inertie par rapport aux axes du repére aux
moments par rapport aux plans :

Jox = ]xOy + Jx02
]Oy :]yOx +]yOZ
Joz = Jzox +]zOy

Or par symétrie, nous avons :



Jox =]0y 5 Jzox =]ZOy
Le systéme devient :

Jox =]Oy
]Oy =]y0x +]y02
Joz = 2]zOy

Or les moments ], et Jo, sont ceux qui se prétent le mieux a une integration. Il suffit donc

de les évaluer et en déduire les autres.
Calcul de Jyo, = [f, 2> dm

- Elément de volume et de masse :

i — M) (RZZ _ R12) z%dz

dim=pdlV=p 7z

- Contribution élémentaire a l'intégrale :

ri® — M) (RZZ _ R12) z*dz

zZ2d'm=p e

- Intégrale:
o m(R2-R2) [25]"  m(R2—R?)
1
o= [ st =R 5] = p R
z=0 0
] _ 3m XT[(RZZ _Rlz) H3
Y " (R2 — RA) H 5
3 2
]xOy = Em H

Calculde Jo, = ffc(xz + yz)dm en commengant par un cone plein de rayon R et de

hauteur H

- Elément de volume et de masse :




dim=pdV=px2mrdrh(r)
Avec:

H—h(r) r

H R

) =H (1 —%)

- Contribution élémentaire a I'intégrale :

.r.4-
r’dim=p x2mH <r3—E> dr

- Intégrale:
e rd SR R* R*
Joz = f r’dim=p x2mH ———l =px2mH <———>
. 4 5R 0 4 5
3m 2mH R*
]OZ = 2
mR*H 20
Joz(cOne plein) = oM R?
On en déduit par différence le moment d’inertie du cone évidé :
3 3 3
Joz = Emz R22 - 1_Om1 R12 = 10 p (Vz Rz2 - R12)
; _3 3m y mR,* H z_anzHRz
2710 " n(R2-RA)H 3 7 3

3 R,*—R* 3
2 L m (Ry% + R,?)

Joz = Em(RZZ ) BET)

On en déduit :




]OZ

3
Jz0y = > =50™ (Rzz + R12)

Puis :

3 3
]Ox =]0y = Em (RZZ + R12) +€m HZ

D’ou la matrice d’inertie du cone évidé dans le repere (0 x ;v ;z) :

, (R* + R® + 4 H?) 0 0
[/](Ox;y;z) :%m 0 (R22+R12 +4H2) 0
0 0 2(R,* + R,?)

4) Par théoréme d’Huygens, nous avons :

Jax = Jex + m AG?
Jox =Jex +m 0G*

Soit par différence :

Jax =Jox +m (AGZ - OGZ)
H? 9H2>

3 2 2 2
]A,C_%m(}?2 + R, +4H)+m<1—6— e

3 10
Jax = %m(RZZ +R,* + 4 H?) —>o™ H?

3 2
Jax = 5sm (Ro? + R, + 5 H?)

La matrice d’inertie en A s’en déduit :

2
/(RZZ R4S H2> 0 0
3
U](Ax;y;z) = %m 0 (R22 +R12 +§ HZ) 0
0 0 2(R,* + R,?%)

Exercice 2 :



1) Parthéoréme de Thalés, nous avons :

H, _R;
Hy R,
HI_H_RZ
H R
H R
1-—=-2

H R,
R H

H, =
YR —R,
_ RH
> R —R,

2) Notons:
zg, = coordonnée du centre de gravité G; de C; sur I'axe (0 ; z)

zg, = coordonnée du centre de gravité G, de C; sur I'axe (0 ; z)

Nous avons :
3
ZGl = ZHl
3
ZGZ = ZHZ

ST
TR H, 3 TR,"H, 3
¢ TR2H, mR,H,
3 3

R12 H12 - RZZ H22
Ri* Hy — R, H,




R,*H*  R*H?
3 x (R —Ry)* (R —Ry)?
4 R*H R’°H
R.—R, R,—R,

3 R,* —R,*
ZG = —

H
4 (R, —Ry) (R, - R,%)

,epe N 3
On peut vérifier que I'on retrouve la formule d’un céne z; = " HpourR, =0

4)
3 2 2 3 2 2
Joi =Joj =55 M1 (Ri* + 4 Hy*) =55 mp (R, + 4 Hy")
Or:
7 R? Hy , R>H
m=pV=mE= 3 =m Ry Hy -m Ri— R,
! ! V mR’H, nRH, R\*H, —R,*H, R*°H RS H
3 3 RI_RZ Rl_RZ
R?
m, =
RS -R?
R,?
m, =m
g R —R,?

=) 3 R®> —R,® + R3H,%> — R,%H,?
i=Joi===m
ot 0j R13 —R23

3 R°-R - 4 H?
]01_]0]_ m R (Rl_RZ)Z

10
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