Devoir Maison Al2 — Novembre 2018

Enseignant (L.GRY)

Dans tout ce devoir, E désigne un espace vectoriel sur un corps K

Exercice | (6,5 points)

Soit (f,g) € (End([E]))2 et @ € K, on définit les applications somme h = f 4+ g, produit externe

k = a f et composée | = f o g comme suit :

6)

h@@) = f@) + g@)
VieE:{ k@) =af(@)
@) = f(g@)

Montrer que h, k, [ sont des endomorphismes de E
Montrer que :

felag)=(af)eg=a(f-g)
Soit (f1, f2, 91, 92) € (End(IE))4, montrer que :

(fitfa) e(@rtg)=ficgitficgatfaogitfaog:

Soit p € End(E), onpose : s = 2 p — Id ou Id désigne I'endomorphisme identité de E.
Montrer que :

p projecteur (= idempotente) & s symétrie (= involutive)
Faire un dessin dans un plan vectoriel pour illustrer cette propriété.
Soit s une symétrie vectorielle de [, montrer que I'endomorphisme f = —s est également
une symétrie de E
On se place, pour cette question seulement, dans le cas ol E = Vect[7,]] est un plan
vectoriel de base orthonormée (7). On note k= R [ = 1—7,V, =Vect[1],V, =
Vect[j],V; = Vect[E],V3 = Vectm
Soit p la projection sur V, parallelement a V, et s la symétrie par rapport a V;
parallelement a V.

Illustrer par un dessin que: p o s # s o p puis le prouver

Exercice Il (6 points)

Soit (a,b) € R? et f I'application de R3 dans R3 définie par :

V(x,vy,z2) ERY: f(x,y,2)= (ax+by—bzbx+ay+bz,—bx+by+az)

Montrer que f est linéaire

Déterminer tous les couples (a, b) pour lesquels f est une symétrie

On considére le couple (a, b) de la question 2) tel quea > 0etb # 0.

Déterminer les sous espaces vectoriels V,; et V, tels que f soit la symétrie par rapport a V,
parallelement a V, (On donnera une base pour chaque sous espace).



Exercice lll (7,5 points)

Soit k € R et R;[X] I'espace vectoriel sur le corps R formé par les polyndmes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 3 et soit f I'application linéaire de R3[X] dans R5[X] définie par :

vV P(X) € Rs[X]; f(P(X)) = (1 = X) P'(X) + k P(X)

1) Déterminer les valeurs de k telles que f ne soit pas injective (on pourra poser :
P(X) =ay+a; X + a, X% + a3 X3 et utiliser la caractérisation de I'injectivité par le fait que
le noyau de f est réduit au vecteur nul.

2) Pour chacune des valeurs de k obtenues au 1), donner une équation du noyau, puis une
base du noyau et la dimension de I'image de f

3) Donner la matrice de f relativement a la base canonique (1,X, X2, X3) de R;[X]



Correction

Exercice 1:

1) Soit (i, 7,x) € E? X R alors :
h@+v)=f+v)+g@+9)=f@)+f@)+g@)+g@®)
=f@+g@ + @) + g® = h@) + h(©¥)
h(xi) = f(x ) + g(x ) = x f(@) +x g(@) = x (f@) + g@)) = x h(%)
donc h est linéaire
k@+ D =af@+ D) =a(f@+f@) =af@+af@ =k@)+k®)

kxd)=af(xu)=a (xf(l_i)) =x (af(z_i)) =x k(W)

donc k est linéaire

I@+9) =f(g@+v) = fg@ +g@) = f(g@) + f(g@)) = L@ + L)

I(xW) = f(glx ) = f(x g@) = x f(g@)) = x (@)

donc [ est linéaire

2) OnapourtoutudeRE:
felag)@ =f(ag)@) =flag@)=af(g@)=a(feg@)=(af)eg@

3) OnapourtoutideE:
(fi+/2) (g1 +9.)@) = (i + f2) ((91 + 92)(17))
=fi ((91 + 92)(17)) + fz((g1 + 92)(17))
=fi (91(17) + 92(17)) + 12 (91(17) + 92(17))
=fi (91(17)) + f1 (92(17)) + f2 (91(17)) + 12 (92(17))
fieg1(@ + fiogo(@) + fr09:(@) + fr ° g, (W)

4) Supposons p projecteur c'est-a-dire :p o p = p alors :
ses=02p—1Id)e 2p—1Id)=2po2p—2peld—Ide2p+Ideld
=4p—-2p—-2p+Iid=1Id

Donc s est involutive. C’est donc une symétrie

Supposons réciproquement s symétrie c'est-a-dire : s o s = Id alors :
2po2p=(s+Id)o (s+Id)=5sos+sold+Idos+Ideld
=ld+s+s+Ild=2p

Donc:
pep=p

Donc p est idempotente. C'est donc un projecteur
5) Ona:
—Sso—s=sos=1]d



Donc - s est involutive. C'est donc une symétrie

6) Il suffit de noter:

Donc:

sop(R) #po s(k)
Exercice Il

1) Soit ((x,,2), (x,y',2'), k) € (R®)? xR
f(y2)+ &'y, 2))=flx+x",y+y',z+2")
=(a(x+x)+b(+y)-b(z+2)b(x+x)+a(y+y)+b(z+2),—b(x+x)
+b(y+y)+a(z+2))
=(ax+by—bzbx+ay+bz,—bx+by+az)
+(ax"+by —bz',bx"+ay'+bz',—bx'"+by +az')
=fy2)+f(x',y',z")

f(k(y2)=flkxkykz)
=(akx+bky—bkzbkx+aky+bkz—-bkx+bky+akz)
=k(ax+by—bzbx+ay+bz,—-bx+by+az)
= kf(x,y,2)

Donc f est linéaire

2) Rappelons d’abord :
f est une symétrie si et seulement si elle vérifie: fof =1d
Or pour tout (x,y,z) de (R3) :
fof(uy z)
=f(ax+by—bzbx+ay+bz,—bx+by+az)

=(a(ax+by—bz)+b(bx+ay+bz)—b(—bx+by+az),b(ax+by—bz)
+a(bx+ay+bz)+b(-bx+by+az),-b(ax+by—bz)
+b(x+ay+bz)+a(-bx+by+az))

=((@*+2b*)x+@2ab-b)y—(2ab—-b*)z,(2ab—-b*)x+ (a*+2b?)y
+@ab-b¥)z,—-Qab-b*)x+2ab-b>)y+(a®+2b?)z)



Ainsi :

V(x,y,2) ER3: fof(x,y,2) = (x,y2)

(:){a2+2b2=1
2ab—b%=0

a®?=1 {a2+2b2=1
[—4
{b=00” b=2a

3) Le couple concerné est (a,b) = G;)

V; est I'espace vectoriel formé par les vecteurs invariants de f. Pour le déterminer, il faut
résoudre :

f(x'y’z) = (x'y’z)

x+2y—2z =3x
2x+y+2z=3y
—2x+2y+z=3z

(=14

2x—2y+2z=0
—2x+2y—-2z=0

—2x42y—2z =0
@ {
ox—y+z=0
Sx=y—z
DOHC, en prenant y et Zz comme paramétres :
Vi={r—-2y2: 02 €eR}={y (1,10 +2z(-101): (y,2) € R*}
= Vect[(1,1,0),(—1,0,1)]

Les deux vecteurs (1,1,0), (—1,0,1) formant une famille libre, ils forment une base de V; qui
est donc un plan vectoriel.



V, est I'espace vectoriel formé par les vecteurs ayant pour image leur opposé. Pour le
déterminer, il faut résoudre :

f(x;y.Z) = (_x! =Y, _Z)

(Los2, %2, __
I3x+3y 32— X
2 1 2
@{§x+§y+§zz—y
2 2
l—§X+§y+§Z:—Z
x+2y—-2z =-3x
4:»{2x+y+22=—3y
—2x+2y+z=-3z

4x+2y—-2z=0()
= 2x+4y+2z=0(I)
—2x+2y+4z=0lI=11-1)

{2x+y—z=0
x+2y+z=0

{2x+y=z
x+2y=-z

o {yx::_ZZ

Donc, en prenant z comme paramétre :
V,={(z,—2z,2): ze R} ={z(1,-1,1): z€e R}
= Vect[(1,-1,1)]

Le vecteur non nul (1, —1,1) forme une base de V, qui est donc une droite vectorielle.

Exercice Il

1) SoitP(X) =ap+a; X +a, X?> +az X3

PXYEN() © f(P(X) =0
© 1-X)P'X)+kPX) =0
© (1-X)(a; +2a,X+3a3X)+k(ag+a, X+a, X +az X3 =0

(= a1+ka0+(2a2+(k—1)a1)X+(3a3+(k—2)a2)X2+(k—3)a3X3=0



a1+ka0=0

o 2a2+(k_1)a1:O
3a3+(k_2)a2=0

(k_3)a3:O

a1=—ka0

k(k—1)
azzTao
o k(k — 1)(k — 2)

asz = — 6 Ao
k(k—1)(k—2)(k—3)
6 a0:0

Pour que ce systéme admette une solution autre que le polyndme nul il faut et il suffit que

I'on ait :
k €{0,1,2,3}
2)
a) Pourk = 0 une équation du noyau est :
a1 = 0
a2 = 0
a3 = 0

Ainsi :
N(f) = Vect[1]
Et par le théoréme du rang :
dim(Im(f)) = dim(R3[X]) —dim(N(f)) =4—-1=3

b) Pour k = 1 une équation du noyau est :

a; =—ag
a2=0
a; =0

Ainsi :
N(f) = Vect[1 — X]
Et par le théoréme du rang:
dim(Im(f))=4-1=3

c) Pour k = 2 une équation du noyau est :

a1:_2a0
a, = Qg
a3:0

Ainsi :



N(f) = Vect[1 -2 X + X?]
Et parle théoréme durang:
dim(Im(f))=4—-1=3

d) Pour k = 3 une équation du noyau est :

a1:_3a0
a2=3a0
asz = — Qg

Ainsi :
N(f) = Vect[1 —3X +3 X? — X3]
Et parle théoréme du rang:
dim(Im(f))=4-1=3

3) Ona:

fHO=1-X)x0+kx1=k.1+0.X+0.X2+0.X3
fX=1-X)x1+kX=11+((k-1).X+0.X2+0.X3
fXH=1-X)x2X+kX?=01+2X+(k—2).X>+0.X3
fXH=1-X)x3X>+kX3=01+0.X+3.X%+ (k—3).x3

On en déduit la matrice de f dans la base canonique de R5[X] :

k 1 0 0
s 0 (k-1) 2 0
10 0 (k—2) 3
0 0 0 (k —3)



