Devoir Maison Al1 - 2019
Mathématiques

Exercice 1 (4 pts) :

Dans tout le probleme , n désigne un entier supérieur ou égal a 1.

a) Montrer par récurrence I'inégalité suivante :

n

Ziziz(n+1)(2"—1)

i=1
b) i.Pourx > 1, on note f(x) = ¥, x‘. Montrer que :
xn+1 -1
X)) =——
) =——
ii. Calculer f'(x) de deux facons et en déduire une expression sans le signe somme de
r 2t

iii. Retrouver ainsi le résultat de la question a)

Exercice 2 (8 pts)

On note A I'ensemble des applications de R dans R et B I'’ensemble des bijections de R dans R.
Pour (f,g) € A% on dit que f est conjuguée a g si:

IpEB:g=g@ofopt
1) Montrer que si f est conjuguée a g alors g est conjuguée a f. On dira alors de f et g qu’elles
sont conjuguées.
2) Déterminer toutes les applications qui sont conjuguées avec I'application identité définie par
Id:x - x
3) Déterminer toutes les applications qui sont conjuguées avec I'application nulle définie par
N:x-0
4) Donner un exemple de couple (f,¢) € A X Btelque::f = pofop letp #1d
5) Pour f € A on désigne par Cr I'ensemble des ¢ € B vérifiant: f = o fo p1
a) Montrer que Cr n’est pas vide
b) Soit (¢, ) € sz. Montrer que ¢~ et ¢ o i restent dans C;
6) Dans cette question, les applications f et g sont conjuguées.
a) Prouver: f injective © g injective
b) Prouver: f surjective & g surjective

c) Pourn € N*onnote f* = fofo..of ouf apparait n fois. Montrer que f™ et g™ sont
conjuguées.

7) Montrer que les applications : f : x > e¥ et g : x > e*X*!

— 1 sont conjuguées.



Exercice 3 (8 pts)

On considere la fonction définie par :

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

f(x) =xsh (%)

Donner le domaine de définition de f

Etudier la parité de f

Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition

Montrer que l'ona:Vt € ]0,+oo[ : th(t) <t

Déterminer le domaine de dérivabilité de f et calculer sa dérivée.

Etudier le signe de cette dérivée et établir le tableau de variations de f

Déterminer I'équation réduite de la tangente a I'abscisse 1 et étudier la position de la courbe
par rapport a cette tangente

Donner l'allure de la courbe de f dans un repére orthonormé.



Correction

Exercice 1
a)

Initialisation : pourn =1

1

Zi2i=2

i=1
a@+1DR—-1)=2
La propriété est donc vraie au rang 1

Hérédité : On suppose la propriété vraie au rang n soit :

n
EiZiZ(n+1)(2”—1)
i=1
Alors :
n+1 n
Zi2i=2i2i+(n+1)2”+12(n+1)(2"—1)+(n+1)2"+1
i=1 i=1
=(n+1) (2" — 1) +2"*1)
=m+1)2"+(n+1) 2" -1)
Or:
n+1=>2
Donc:
(n+1)2" >2x 2" =2+l > 2n+l 1
D’ou:

n+1

Zizi22n+1—1+(n+1)(2n+1—1)=(n+2)(2n+1—1)

i=1

La propriété est donc vraie au rangn + 1

b) i) On a, en faisant apparaitre une somme télescopique :

(x _ 1) f(x) — (x _ 1)2 xi — Z (xi+1 _ xi) — xn+1 _ xO — xn+1 _
£ ]

=0 i

ii) D’ou :

1



n+1_1

(x) =—7
f x—1
On a d’une part, en dérivant terme a terme sous le signe somme :
n
fl(x) = Z ixt1
i=1

D’autre part, en dérivant la fraction rationnelle :

M+Dx"(x-D - -1 x1 nx™'-m+Dx"+1
(x — 1)? - (x — 1)?

f1x) =

Donc:

zn: i XM -+ D"+ 1

Lt (- 1)2
=1

iii) en prenant x = 2 dans I'expression précédente, on a :

n
Z 20l =n2ml—(n+1)2"+1

i=1
Et en multipliant par 2 les deux membres :

n
Z i2l=n2"?2—(n+1)2"1+2=2"1(2n—-(n+1))+2
i=1

=2"1(n—-1)+2
On étudie la différence :
2l (n—D+2-(n+ D" —D=2"1(n-1D-n+1D2"+2+(n+1)
=2"(2n-1)-(n+1)+®n+3)
=2"n-3)+(n+3)

La quantité est positive ou nulle pour n > 3 et on vérifie aisément qu’il en est de méme pourn =1
et n = 2. On retrouve ainsi le résultat de la question a)

Exercice 2 :
1) si f est conjuguée a g alors
JpEB:ig=gofegp!
Donc:
plegop=¢topofopTlop=f

Donc g est conjuguée a f



2) f et Id sont conjuguées si et seulement si :

Jp€EB:f=¢@oldop™t=1Id
Donc seule I'application Id est conjuguée avec Id
3) f et N sont conjuguées si et seulement si :

J@p€B:f=@oNop™ =N
Donc seule I'application N est conjuguée avec N
4) On prend ¢ définie par @ (x) = x + 1 ainsi " 1(x) = x — 1 et f définie par f(x) =x + 2
5)
a)ld € (¢
b)
Soit ¢ € Cr alors::

f=¢ofop™
Donc:
plofop=glopofopTlop=f

Dot~ € Cf
Soit (¢, ) € sz alors :

f=@ofep f=tpofoyp?
Donc:

f=@o@eofop™Heopt=(pop)ofe (poy)™

Orpeyp eBdoncpoyh € (r

a) Supposons f injective alors :
90 =g =0 (Fle7*@)) = ¢ (f0707))

= 7)) = fe™ ()
=071 (x) = o71(y)
>x=y

Donc g est injective. La réciproque est évidente

b) Supposons f surjective et notons d’abord ceci :

y=g® ey =9(fle7'®))



el = fe X))

Soit alors y € R. Par surjectivité de f, il existe z € R : ¢~ 1(y) = f(2) et par bijectivité de ¢~ 1, il
existex € R: z = @ 1(x). Ainsi : y = g(x) et g est surjective.

c) On démontre la propriété suivante par récurrence surn € N.
SidpeB:g=@ofop lalorsgt=¢@oflogp?!
L'initialisation est triviale pour n = 0. On suppose la propriété vraie pour n € N alors :
n+l _ n — ng -1 -1y — n -1 _ n+l -1
gt =gteg=(poflteop ) o(peofep ) =@poflofop T =¢poftog
Donc la propriété est vraie pour I'entier n + 1, ce qui achéve la démonstration.

7) Définissons @ par: @(x) = x — 1soitgp 2(x) =x + lalors: g = @ o f o ¢~ donc les deux
applications sont conjuguées

Exercice 3

2) soit x € R* alors :

1 1

Fo0) = =xsh(=) = x5k () =100
Donc f est paire
3)Ona:

En 0% :

1 :
fmy=ve Jim shG) =t

Donc par composée :

1
lim sh (—) = 400
x—0t X

Donc la limite de f est une forme indéterminée.

Pour lever I'indétermination, posons :

Alors :

1 1
lim x sh (;) = lim —sh(t)

x—0% t->+oo t

Oren +oo:



h 1et et
S Gh(t)~ = = —
t 2 2t
Par croissances compareées :
et N
- = o0
to+0 2t

Donc:

En 0™ : Par parité :

1
lim x sh (—) = 400

x—0"

En +oo:

. 1 1 e _
lim x sh (;) = tll,r(§1+ ?sh(t) =sh'(0)=ch(0)=1

x—+0oo

En —oo : Par parité :

1
lim x sh (—) =1
X—>—00 X

4) on introduit sur [0, +oo[ la fonction
@(t) =th(t) —¢
Sa dérivée est :
e(t) =1 —th?(t) — 1 = —th?(t) < 0 sur )0, +oo]
Donc ¢ est strictement décroissante sur [0, +oo[ donc :
Vte ]0,+oo[: @(t) <p(0)=0
D’ou le résultat.

5) Par produit et composée, f est dérivable sur R* et

=15l () n(l) =) L)
) (281 (43

X

6) Or sur ]0, +oo[ :

1
->0

&

Donc:



D’ou par produit :

flx) <0
Donc f est strictement décroissante sur |0, +oo[ et par parité, strictement croissante sur |—oo, 0[
7)Ona:
Tiry=f'ME-D+fD)
Or:

f(1) = sh(1)
f() = ch(1)(th(1) — 1) = sh(1) — ch(1)
D’ou I'équation :
y= (sh(l) — ch(l)) x+ch(1)

Pour la position, on calcule la dérivée seconde de f :
@ Sonl) s k()2 5) ) - S a2
fre = PEAA VY R x) T x2) S T

f'x)>0

f est donc strictement convexe sur |0, +oo[ donc sa courbe est strictement au-dessus de sa tangente
en 1 sur ce domaine en dehors du point d’abscisse 1. Sur ]—oo, 0[ la tangente coupe la courbe en un
point unique d’abscisse x< 0 et la courbe est strictement sous la tangente sur ] —oo, [ et strictement
au-dessus sur Joc ,0[. Un traceur de courbe comme Geogebra permet d’obtenir une valeur approchée
de x= —0,52.

Donc sur R* :
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