Différentiabilité

dans les espaces vectoriels normés généraux

| Définition générale

1) Différentiabilité en un point

Soit f une fonction d’un espace vectoriel normé (E, N) dans un espace vectoriel normé
(E’, N") et définie sur un domaine 2 qui est voisinage d’un vecteur A de E.

On dit que f est différentiable en A s’il existe une application g de E dans E’ linéaire et
continue telle que I'on ait :

VXeEN: fX)=fA)+9gX-A)+NX-4)yX)

limy(X) =0

Une définition équivalente s’obtient en posant sur une boule ouverte B(4, 8) c 2

X=A+H

VHeB(0,B) : f(A+H) = f(A)+g(H)+N'(H)y(H)

limy(H) =0

Notation :
L’application g ainsi définie est appelée application différentielle de f en A et est notée :
df(A)
et pour I'image d’un vecteur H :
g(H) = df(A).H
Remarque :

Une fonction différentiable en A est de facon évidente continue en A




2) Différentiabilité sur un ouvert et continue-différentiabilité

Soit f une fonction d’un espace vectoriel normé (E, N) dans un espace vectoriel normé
(E',N') et définie sur un ouvert 2 de E.

On dit que f est différentiable sur 2 si elle différentiable en chacun de ses points. On peut
alors définir I'application suivante :

df : 2 - L.(EE')
A-df(A)

On dit alors que f est continument différentiable ou de classe C; sur {2 si df est continue,
L.(E, E") étant muni de sa norme habituelle :

Vg € L(EE) : llglll = sup {N'(g(X)) : N(X) = 1}

3) Cas particulier des fonctions vectorielles de la variable réelle

Soit f une fonction de R, muni de la norme définie par la valeur absolue, dans un espace
vectoriel normé (E’, N') et définie sur un domaine 2 qui est voisinage d’un réel a de .

Alors f est différentiable en a si et seulement si il existe un vecteur B de E' telle que I'on
ait :

VxenN: fx)=f(a)+(x—a)B+ (x—a)y(x)

limy(x) =0

ou de fagon équivalente :

Vhel-B;Bl : fla+h)=f(a)+hB+hy(h)

limy(h) =0

On aalors:

df(a).h=hB

et:

o f@t ) —f(@)
h-0 h




On adopte alors souvent la notation :

B = f'(a)

En particulier, toutes les fonctions dérivables sur un intervalle I de R et a valeurs dans R
sont différentiables sur ce méme intervalle.

Preuve :
Supposons f différentiable en a alors sur un intervalle de la forme Ja — 8;a + f[ona:
fla+h)=f(@+gh)+hy(h)
}li_r}(l)y(h) =0
g étant linéaire :
g(h) =hg(1)
Posons :
B =g(1)
alors :
fa+h)=f(a)+hB+hy(h)
d’oupourh #0:

fla+h) —f(a)
h

=B +y(h)

donc:

_fla+h)—f(@ _
m =

}Ll—>0 h B
Réciproquement :
Si
. fla+h)—f(a)
lim =B
h—0 h
Alors on pose :
fla+h)—f(a)
y(h) = - B

h



et on en déduit :
f@a+h)=f(a)+hB+hy(h)
}ll_r)%y(h) =0
On pose alors :
g(h) =hB

g est une application linéaire et continue de R dans E’ donc f est différentiable en a
etdf(a) =g

Il Linéarité de la différentiabilité :

Soient f et g deux fonctions définies sur un méme ouvert {2 d’un espace vectoriel normé
(E, N) dans un espace vectoriel normé (E’, N') et différentiables en A € 2 et soit un réel 1
alors :

f + g estdifférentiableenaet : d(f + g)(A) =df(4A) +dg(A4)

A f estdifférentiableenaet : d(4f)(4A) = Adf(A)

Ainsi, en désignant par D(A4) I'ensemble des fonctions différentiables en A, I'application
suivante @ est une application linéaire entre deux espaces vectoriels :

®: D) - L(EE)
f—df(4)
Preuve :
Somme :
Sur une boule ouverte B(0, 8) on a:
f(A+H) = f(A)+df(A).H+N'(H) y,(H)

9(A+H) =g(A) +dg(A).H+ N'(H) y,(H)

lim y; (H) = lim y,(H) = 0




donc:

fA+H)+g(A+H) =f(A)+g(A) + (df (A) + dg(A).H + N'(H) (y.(H) + y2(H))

Posons :
k(H) = (df (A) + dg(A)).H

y(H) = y.(H) +y,(H)

alors :

(f +9)(A+H) = (f +g)(A) + k(H) + N'(H) y(H)

avec:
lim y(H) =0
k linéaire

Donc f + g est différentiableen Aet: d(f + g)(A) =k =df(A) +dg(A)

Produit par un réel :

Af(A+H)=2Af(A) +(1df(4)).H+ N'(H)(Ay.(H))
Posons :
k(H) = (A1 df(A)).H
y(H) = Ay, (H)
alors :
AHA+H)=@Af)A)+k(H)+N'(H)y(H)
avec :
lim y(H) = 0
k linéaire

Donc A f est différentiableen Aet: d(Af)(A) =k =21df(A)



4) Différentiabilité et composée

Soit g une fonction d’un espace vectoriel normé (E, N) dans un espace vectoriel normé
(E’,N") et f une fonction de (E’, N) dans un espace vectoriel normé (E", N").

Si g est différentiable en A€ E et f est différentiable en g(A) alors fog est
différentiable en A et :

d(f~g)(A) = df(g(A)) - dg(A)

Preuve :
Il existe une boule ouverte B(0, a) telle que :
VHeB(0,a) : g(A+H)=g(A) +dg(A).H+ N(H) y,(H)
limy,(H) =0
Il existe une boule ouverte B(0, ) telle que :
VK eB(0,8) = f(glA)+K) = f(g(A) +df(g(4)).K + N'(K) v, (K)

limy,(K) =0

Donc:
VHEeBO,a) : f(g(A+H))=Ff(g(4A) +dg(A).H+ NH) y,(H))
Posons :
K =dg(A).H + N(H) y,(H)
alors :

flg(a+m) = f(g(A) + df (g(D).(dg(A).-H + N(H) v, (H)) + N'(K) y2(K)
Soit :
(feg)A+H) =
(f ° 9)(A) + (df (9(A)) o dg(A)). H + N(H) df (g(A)). ya(H) + N'(K) y(K)

Or:




N'(K) < N'(dg(A).H) + N'(N(H) y,(H)) < llldg(AIIl N(H) + N(H) N'(y1(H))

Posons :

(f  9)(A +H) = (f © 9)(4) - (df (9()) = dg(A) ) . H
y(H) = N

Alors :

N'(y(H)) < |||af (g@)||| N'(v2(H)) + lldg (DIl N*(y2(K)) + N"(v2(K))N' (v, (H))

Or, la norme étant continue, quand H tend vers le vecteur nul, K tend vers le vecteur nul
donc les fonctions y, (H) et y,(K) également et ainsi, la fonction majorante ci-dessus tend
vers 0. On en déduit :

lim y(H) =0
Donc:
(f o A+ H) = (f ° 9)(A) + (df (9(A) o dg(A) ) . H + N(H) y (H)

D'ou f o g différentiable en A et : d(f o g)(A) = df(g(A)) o dg(A)

Il Différentiabilité et réciproque

Soit f une fonction définie sur un ouvert 2 d’un espace vectoriel normé (E, N) dans un
espace vectoriel normé (E’, N') et telle que :

f continue et bijective de £ dans un ouvert 2’ = f(2)
f~1 continue sur 2’

f différentiable en A € 2

df (A) isomorphisme de E dans E’ et (df(A))_1 continue sur E’
alors :

f~1 différentiable en B = f(A4) et :

df-1(B) = (df(4) "

Preuve :




Soit K € E"\{0} tel que B + K € 2’ posons :

y(K) = ———(f (B + K) - f'(B) - (af (4))"".K)

N'(K)
Posons également :

H(K) = f""(B+K) - f~'(B)
ainsi (en omettant la variable K pour alléger I'écriture ) :

ff'B+K)=A+H

donc :
B+K=f(A+H)
soit :
K=f(A+H) -f(4)
alors :

1 _
y(K) = W(H — (df (&))" K)

Or, par différentiabilité de f en A, il existe une fonction [ telle que :

f(A+H)—f(A) = df(A).H + N(H) B(H)

avec .
lim B(H) =0
donc:
K =df(A).H+ N(H) B(H)
(df(A) K = H + (df(4)) . (N(H) B(D)
et:
_ N(H) 1
y(K) = —m(df(A)) (BUD)
Donc:
l N(H) -1 !
N'(r(0) < g [l @r )| v(san)

Or:



N(H) = N ((af () ".K) <N (H = (df (4))".K) = N(H) N ((df(A))_l. ( ﬁ(H)))
donc :
N(H) = N ((df @) k) <N ||(@r@)™||| v (san)
soit :
e (1= | @re) ™| M(san)) < n ((ar@) ™ k) < ||| (@re) ||| v
Posons alors :
o) = 1—|||(arca) || v (BHE))

Nous avons , par continuité de f en A :

lim H(K) = 0

K—-0

On en déduit par composition et différence :
lim o(K) =1
donc:

1
Ja>0:BA,a)cQ et VK€EB(0,a): <p(K)2§

On a alors, pour K € B(0,a) :
1 _
v = [ arcoy”| v
donc, pour K € B(0,a)\{0}:
1 _11112
N (y0) <5 |||(ara) ||| v (B(HEK)))
La quantité majorante tendant vers 0 quand K tend vers le vecteur nul, il en résulte :
limy(K) =0
donc f~1 différentiable en B et :

df1(B) = (df ()"



IV Différentiabilité des applications bilinéaires continues

Soient (E,N) ,(E',N'),(E",N") trois espaces vectoriels normés et f une application
bilinéaire continue de E X E’ dans E" alors f est différentiable en tout point de E X E'
muni de la norme usuelle N, ou toute autre norme équivalente et :

vV (A,B) e EXE :df(4,B).(H K) = f(A,K) + f(H,B)

Plus généralement :

Soient (E4,N,) ,(IEZ,NZ),...(IE,,,NP), (E,N) p + 1 espaces vectoriels normés et f une
application p-linéaire continue de E; X E; X ... X E, dans E alors f est différentiable en
tout point de E; X E; X ... X [E, muni de la norme usuelle N, ou toute autre norme
équivalente et :

V(41,42 .., Ap) EE; X Bz X .. X E,, :
df (A1, Ay, ..., Ap). (Hy, Hy, ... Hp) =

f(Hy, Ay, ..., Ap) + f(Ay, Hy, ..., Ap) + -+ + f(A1, Az, ..., H))

Un exemple d’application est le déterminant de p vecteurs dans une base d’un espace
vectoriel normé ([, N) qui est une forme p-linéaire alternée de [EP dans R.

Preuve :
Cas bilinéaire :
On a pour tous (4, B) et (H,K) de E X E':

f(A+H,B+K)=f(AB)+f(AK)+f(H B)+f(HK)
Donc :

f(A+H,B+K)—f(A4B)—f(A4K)—f(H,B) = f(H,K)

N'(f(A+H,B+K)—f(AB)—f(AK)—f(H,B)) =N"(f(H,K))
Soit, par continuité de f :
N"(f(A+H,B+K)—f(A,B)~ f(4,K)— f(H,B)) < lIfIll N(H) N'(K)

et

N"(f(A+H,B+K)~f(A,B) ~ f(A4,K) — f(H,B)) < lIfIll New(H, K) Noo (H,K)




d’ou, en posant pour (H,K) # (0,0) :

f(A+H,B+K)—-f(AB)—-f(AK)—-f(H,B)

y(H,K) =

N (H,K)
ona:
N"(y(H,K)) < |lIf Il Noo(H, K)
donc:
(H,Kl)iT(o,o)Y(H' K)=0
Ainsi :

f(A+HB+K)=f(AB)+ f(AK)+f(H,B)+ N(H,K) y(H,K)
Et I'application :
g(H,K) = f(A,K) + f(H,B)
est une application linéaire de E X E’ dans E" qui est continue car :
N"(g(H,K)) < N"(f(4,K)) + N"(f(H,B)) < lIf Il N(A) N'(K) + llIf1ll N(H) N'(B)
N"(g(H,K)) < 2llIf1INes (A, B) Noo(H, K)

Donc f est différentiable en (4, B) et sa différentielle est g

Cas général :

Par récurrence sur p.
Pour p = 2, la propriété a déja été prouvée.
Supposons la vraie pour un entier p = 2 et montrons la pour I'entierp + 1
f(Ay + Hy, Ay + Hy, oo, Ay + Hy, Ap iy + Hpq) =
f(Ay + Hy, Ay + Hy, oo, Ay + Hy, Apyy) + f(Ay + Hy, Ay + Hy, oo, Ay + Hp, Hyyq)
Posons :
9(X1, X0 0, Xp) = F(X1, Xz oo, Xp Apis)

alors g est une application p-linéaire de E; X E, X ... X [E,, dans E, donc par hypothese de

récurrence :



g(Ay + Hy, Ay + Hy, ., Ay + Hy) =

9(A1, Az, . Ap) + g(Hy, Ay, o Ay) + g(Ay Hy, o A) + -+ g(A1, Ay, . H)
+ Noo(Hy, Hy, o, Hy) y1(Hy, Hy, oo, Hy)

avec :

lim Hy, Hy, ..., H,) = 0
(HI’HZ’""HP)_’(O,O,.__,O)yl( 1 2 p)

Voyons le second terme :

f(Ay + Hy, Ay + Hy, oo, Ay + Hy, Hy i) =

F(ALAgy s Ap o) + z f (Cil, C.,, ...,cip,HpH)

(i1,i2,0ip)
ou, dans la somme précédente, C;, = A, ou Hy, C;, = A, ou Hy,..., Cl-p = A, ouHy,etolily

a toujours au moins un terme Hy. Ainsi, il existe une constante réelle K telle que :

N (f(Ay + Hy, Ay + Hyy oo, Ay + Hy, Hyy) = £(Ay, Az, o Ap, Hyr))

< Z N(f(Cl-l,Ciz,...,Cl-p,HpH))S|||f|||KNOOZ(Hl,Hz,...,Hp)

(i1,i2,ip)

Posons :

y(Hy, Hy, oo Hpyp) =
1
Noo(Hy, Ha, oo, Hp 1)
—f(Ay, Ay, o Ay, Apiy) — f(Hy, Agy oo Ay, Apyy) — F(AL Hy, o A, Apys)
N ...,Ap,Hp+1))

(F(Ay + Hy, Ay + Hyy o, Ay + Hy, Ay + Hy)

alors :

(1 1)

No(Hy, Hy, ..., Hy)
" Noo(Hy, Hy, ooy Hypy)

N (yl(Hl, Hy, ..., Hp)) + 1IF Il K Noo(Hy, Hyy ..o, Hypr)

<N (yl(Hl,Hz, ...,Hp)) + F I K Noo(Hy, Hay oo, Hp iyt

Le majorant étant une fonction qui a pour limite 0 quand (Hl,Hz, ...,Hp+1) tend vers le
vecteur nul, on en déduit :



lim H, H,, .. H =0
(Hl,Hz,...,Hp+1)—>(0,0,...,0)y( o2 p+1)

La différentiabilité de f ainsi que sa différentielle en (A;, Ay, ..., Ay, Ap41) s'en déduit et la

propriété est démontrée au rang (p + 1)

V Différentiabilité du produit scalaire et du produit vectoriel

Soient (E, N) un espace vectoriel normé dont la norme est associée a un produit scalaire f
alors f est différentiable en tout point de E X E muni de la norme usuelle N, ou toute
autre norme équivalente et :

Vv (4,B) eEXE: df(4 B).(H K) = f(A K) + f(H,B)

Soient ([E, N) un espace vectoriel normé de dimension 3 muni d’un produit scalaire. Alors,
le produit vectoriel f est différentiable en tout point de [E X [E muni de la norme usuelle
N, ou toute autre norme équivalente et :

V (4,B) € EXE: df(A, B).(H K) = f(A,K) + f(H,B)

Exemples d’applications :

— —
Considérons deux fonctions vectorielles U(t) et V(t) dérivables sur un intervalle I de Ret a
valeurs dans un espace vectoriel E de dimension trois muni d’un produit scalaire, alors, les
fonctions suivantes sont dérivables sur [ :

f©) =0 - V()
g =UMOAV(®
Et, pourtoutt delona:
f@O=T@®-V©+U)- V'
g =U@®)AV@R)+T@) AV (2)
Preuve :

f est la composée de deux fonctions :




=

m
R - EXE - [E

t > (l7(t), I7(t))

<!

(7)) -%-
Par composée, pour tout réel h :
df (t).h = dk(m(t)) o dm(t).h
Soit
f1@) h=dk (T©),V©®).h(T'©®,V'©®) = (U@ V@) +U@®) - V'©) h
d’ou le résultat en faisant h = 1

On procede de fagon analogue pour g

VI Application a la différentiabilité d’une norme associée a un produit scalaire

Soit (E, N) un espace vectoriel normé pour lequel la norme N est associée a un produit
scalaire f c'est-a-dire, rappelons le, pour laquelle on a :

VXeE: NX) =/fFX,X)
alors, I'application norme :
N: E-E
X > N(X)
est une application différentiable sur E\{0} et :

f(AH)
N(A)

V (A, H) e E\{0} XE : dN(A).H =

Preuve :

1°"® méthode : par les composées

L'application N est la composée de trois fonctions selon le schéma :




ESExE bR 5 R
A - (A4,4)
X, Y) = fXY)
t -t
g est différentiable en tout point A de E et:
dg(A).H = (H,H)
f est différentiable en tout point (X,Y)de EXE et:
df(X,Y).(H K)=f(X,K)+ f(H,Y)

v Est différentiable en tout point t de ]0; +oo[ et :

1

donc, par composée, pour # 0, N est différentiable en A et :
dN(A).H = dv (f(g(4))) o df (g(A)) = dg(4). H
= dV (f(A,4))  df (4, 4) o dg(A).H

1
=————xdf(4,4).(H,
5 f(A’A)X f(A,4).(H,H)

f(A H)
N

=IND) x(2f(4H)=

2°™ méthode : directement
Pourtout (A,H)de E X E

N2(A+ H) — N2(4) = 2 f(A, H)
donc:

2 f(A H)
N(A+H) + N(4)

N(A+H) — N(A) =

Soit :

f(A H)

N(A-I_H)_N(A)_W:



2f(AH)  f(AH) _
N(A+H)+N(A) N

; 2 1
flAH) % (N(A TH+NA) N(A))

Rappelons I'inégalité de Schwarz :
|f(A,H)| < N(A) N(H)
Ainsi :

f(A H)

N(A+H) = N(A) = =7

< N(A) N(H 2 !
‘— @ ()X<N(A+H)+N(A)_N(A)>

Posons pour H # 0 :

1 f(A H)
y(H) =N <N(A+H) — N(4) - N )

alors :

2 N(A)
N(A+H)+N@)

ly(H)| <

Prenons alors A # 0. La quantité majorante tendant vers 0 par continuité de la norme, on en
déduit :

limy(H) =0

D’ou :
N(A+H)=N(4) + (A H) + N(H) y(H)
- N(4) Y
donc N différentiable en A4 et :
dN(A).H = NCD

Notons que la méthode des composées est plus rapide



VII Différentiabilité de I’'inverse d’un automorphisme

Soit [E, un espace vectoriel de dimension finie p et Aut(IEp) I'ensemble des
automorphismes de E,,.

L’application :
g : Aut(E,) - Aut(E,)
L-L1
est une application différentiable sur Aut([Ep) et:

V H e Aut(E,) : dg(Ly).H =—Lo "HLy™"

Preuve :

Nous avions déja établi au fichier sur la continuité dans les espaces vectoriels normés, que g
était continue sur Aut(E,).

Soit L, € Aut(]Ep) etH € B(Ly,a) C Aut(]Ep) alors :
glo+H)—g(Lo) = (Lo + H)™ = Ly

= (L + Ly o H) oLyt —Ly7!

Posons alors :
M=Ly, " 'oH

Et notons que :

(Lb+M)o(I,-M)=1,—MoM
Donc :

(L+M)o(I,—M)+MoM=1,
Soit :

L—M+(L,+M) " oMoM=(L,+M)"

Donc:




gLo+ H) — g(Lo)
= (1,, Lo o H+ (L + Ly o H) "o (Lo o H)o (Lo o H)) oLyt =Lyt

La lourdeur de I'écriture invite a se passer du sigle de composition o ainsi que de certaines
parenthéses compte tenu de I'associativité de la composition, en prenant garde qu’il n’y a
pas commutativité, ce qui aboutit a :

g(Lo + H) — g(Lo)
= (ly = Lo *H + (Iy + Lo H) Lo "H Ly H) Ly ™" — Ly ™"
= —Lo "H Ly + (I + Ly ™*H) 'Ly H Ly *H L,
Soit :

(Lo + H) = g(Lo) + Lo H Lo ||| = ||| (1 + Lo™ 1) ""Lo™ H Ly ™ H L™

< |||ty + o™ =) ||| Mzo™ I AN

D’ol pour H tel que |||H||| # 0 :

1 —
119 o + H) = gCLo) + Lo~ H Lo~ | < |1 + Lo 8) ]| oI N1 TN

La quantité majorante tendant vers 0 quand H tend vers l|‘application nulle, la
différentiabilité de g en L, s’en déduit et

dg(Lo).H = =Ly "H Ly ™!



