Diagonalisation en couple de matrices carrées

Dans toute la suite KK désigne un corps commutatif et K7,; 'espace vectoriel sur K des matrices-

colonne a n lignes a coefficients dans K, M,, (IK) I'espace vectoriel sur K des matrices carrées d’ordre
n a coefficients dans K, D,,(KK) le sous espace des matrices diagonales et GL,,(IK) le groupe pour la
composition des matrices carrées de M,,(IK) inversibles.

1) Valeurs propres et sous espaces propres d’un couple de matrices

Dans la suite (4, B) désigne un couple de matrices de M, (K) et 1 € K

Définition 1

On note :
E,(A,B)={X€ ]K?O[ : AX=2ABX}

On dit que A est valeur propre du couple (4, B) si E; (4, B) # {0} autrement dit s’ il existe un vecteur
colonne X € K7,,\{0} tel que :

AX=ABX
Dans ce cas, E; (4, B) est appelé sous espace propre du couple (4, B) associé a la valeur propre 4

On appelle spectre du couple (4, B) 'ensemble de ses valeurs propres et on le note S,,(4, B)

Propriétés 1

a) E; (4, B) est un sous espace vectoriel de K7,,;.
b) Si 4 € K\{0} :

E;(A,B) = E1(B, A)
A

c)SiA=0:

Eo(4,B) = ker(A)

Preuve :
a)Soit (X,Y,a) € E;(4,B) X E;(A4,B) X Kalors :

AX=1BX, AY =ABY
Donc:

AX+aY)=AX+aAY=ABX+alABY=A(BX+aBY)

Donc:

X+aY €E,(4B)




b)ona:
1
X€EE;(AB)oAX=1BX @BXzzAX@XEIEﬂA,B)
2

c)ona:

X€E AB)©AX=0BX ©AX=0& X € ker(4)

Définition 2

On appelle polynéme caractéristique du couple (4, B) le polynéme défini pour tout A € K par:
T ap)(4) = det(A B — A)
Dans le cas ou B = I,,, nous noterons :
ma(4) =y, (A) = det(11,, — A)
Et nous conviendrons de I’appeler polyndme caractéristique de A sachant que :

det(A—AI,) = (—1)"det(AI,— A)

Propriétés 2

a) (4 p)(4) est un polynéme de degré inférieur ou égal an

b) si 1 € K\{0} :

1
ga)(A) = ()" w4 p (Z)

c) A est valeur propre du couple (4, B) si et seulement si 74 g) (1) = 0

d) (4 5)(4) est de degré n < B inversible < 0 & S,,(B, A)

Preuve :

a) par récurrence sur n.

Initialisation : pour n = 1 c’est trivial

Hérédité : on suppose la propriété vraie pourn = 1.

Soit alors (4, B) un couple de matrices de M,,,(K) et 1 € K. Alors, en développant le déterminant
par rapport a la premiéere colonne, on a:

n+1

Team@ = ) (D™ by — @) by (2)

=0

ou A;; (1) est le déterminant d’une matrice d’ordre n de la forme A1 B; — A;, ou A; et B; sont obtenus
en supprimant respectivement dans A et B la premiére colonne et la ieme ligne. Ainsi :

A (D) = T(4;B)) @y

En appliquant I'hypothése de récurrence, on en déduit que le degré de chacun des A;; (1) est inférieur
ou égal an et donc que le degré de 1, 5y (4) est inférieur ou égalan + 1.




b) si A € K\{0} :

T () = det(1A—B) = det (—/1 (B _% A) ) . G)

AES(AB) & IXeK,\{0}:AX =2BX
©3XeK,\0}:(AB—A)X=0
< ker(AB — A) + {0}
© det(AB—-A4)=0
S Tap (A1) =0

d)

0€e Sp(B,A) ©3IXeK,\{0}:BX=04X
& ker(B) # {0}
< B non inversible

Donc:

B inversible & 0 & S, (B, A)

Si B inversible alors :
map (1) = det(AB — A) = det(B (A I, — B~*A)) = det(B) det(1 I, — B~1A)
= det(B) mz-1,(1)

Or det(B) # 0 donc le degré de m(, gy est celui de mz-1, doncn

Réciproguement, supposons que le degré de 14 g)(4) soit n et posons :

n

Tap) (1) = Z ag ¥ ,a,#0
k=0

Alors pour tout A € K\{0} :

n n

k=0 k=0

Deux polyndmes prenant les méme valeurs sur un nombre infini de valeurs de K étant égaux , on en
déduit :
n

VAEK: mgamd) = (~1)" Z a Ak
k=0

Donc:




nga(0) = (=D"a, #0

Donc 0 & S,(B, A) et donc B inversible d’ou :

B inversible & 14 p)(4) est de degrén

2) Diagonalisabilité d’un couple de matrice

Définition 3 :

Soit (4, B) un couple de matrices de M,,(IK), on dit que le couple (4, B) est diagonalisable si il existe
deux matrices P et Q de GL,(K) et deux matrices D et D' de D,,(K)telles que :

A=PDQ!
B=PD' Q1

Propriété 3 :

Si B inversible et B~1A diagonalisable alors le couple (4, B) est diagonalisable

Preuve :
a) Il existe Q inversible et D diagonale telles que :
B'A=QDQ!
Donc:
A=BQDQ
Et:
B=BQnLQ"

Il suffit de poser :

3) Exemples :
Exemple 1 :

1 1 1 0 0 1
A=11 1 1], B=10 1 0
1 11 1 0 0

B? = I donc B inversible et B™1 = B donc le couple (4, B) est diagonalisable.

BlA=BA=A

A-1 -1 -1 A-1 =1 0 A-1 -1 0
(D)= -1 1-1 -1]|=|-1 A =A=2%| -1 1 -1
-1 -1 1-1 -1 0 2 -1 0 1




A—-1 -1 0
-2 1 0
-1 0 1

22 =22 (1-3)

Donc:

Sp(A,B) = S,(B"1 A) = S,(4) = {0,3}

X x+y+z=0
X=<y>EIE0(A)<:>{x+y+Z=O<:)Z=—x—y
z x+y+z=0

()0

X —2x+y+z=0 —2x+y+z=0
X:<y>€]E3(A)<:>{x—2y+z=0 @{ —-3y+3z=0

z x+y—2z=0 3y—3z=0

Eq(4) = Vect

Ox=y=z

1
E5(A) = Vect [(1)‘
1

1 0 1 0 0 O -1 -1 1
Q=<O 1 1>, D=<O 0 0>, P=BQ=<O 1 1>
-1 -1 1 0 0 3 1 0 1

A=BA=(BQDQ=pPDQ!

Alors :

B=PI3;Q7"

Exemple 2 :

=G0 =G Y

det(AB —A) = |’181 _01| =1-2
S,(A,B) = {1}

Xz(;i)EIEl(A,B)(:»y:O

E,(4,B) = Vect [((1))]

Il n’existe donc pas de base de vecteurs propres du couple (4, B) pourtant le couple (4, B) est
diagonalisable car sion pose P = A,D = A,D' =B :

A=PDP!
B=PD' P!






